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Abstract. Over the past decades, the phase field method has become a robust simulation tool
to predict crack propagationin concrete structures. This method usesthephase field variable
and thedegradation function to describe the energy decrease in the structure as well as the
state of the crack based on thecoupling resolutionof the phase field and mechanical problems.
This paper presents the phase field method to determine: (i) the crack initiation and
propagation; (ii) the load-displacement curves; (iii) the relationship betweenthe applied load
and thecrack mouth open displacement (CMOD); and (iv) the fracture mechanical work
intheconcrete beams usingathree-point bending test. The beams were made of high-strength
concrete containingthe nano-silica (NS) material with the replacement ratio ranging from 0%
to 1.5%. The simulation results compare well with the experimental measurements and the
analytical results from previous studies.The phase field model can be a reliable and effective
tool to simulate the crack initiation and propagation and mechanical behavior of high strength
and high performance concrete structures.
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Tom tat. Trong thoi gian gan day, phuong phap phase field 1a mot cong cy mé phong manh
dé du doéan sy phat trién vét nirt trong két cu. Phuong phap nay str dung bién phase field va
ham suy bién dé mo ta sy suy giam nang lugng ton tai trong vat thé cling nhu trang thai cta

vét nit dwa vao viéc giai quyét két hop giita bai toan phase field va bai toan co hoc. Trong
nghién ctru nay, phuong phap phase field dugc s dung dé xac dinh: (i) sy hinh thanh va lan
truyén vét niit trong két cau; (ii) duong cong tng XU gitra tai trong va chuyén vi; (iii) duong

cong quan hé gilra tai trong va d6 mo rong miéng vét nit do chuyen vi (CMOD) va (iv) cong
co hoc pha hity cia dim bé tong chiu udn ba diém. Cac mau dam nay duoc lam tir bé tong
cudng do cao voi sy thay doi ty 16 chat két dinh bo sung nano-silica (NS) tir 0% t&i 1,5%. Két
qué tinh toan tir phwong phap mo phong phtt hop véi két qua thuc nghiém va 1y thuyét ciia cac
nghién ciru trude do. Phuong phap phase field c6 thé 1a mot cong cu dang tin cdy va hiéu qua
dé mo phong sy hinh thanh va lan truyén vét nit va Gmg xir co hoc cua cac két ciu bé tong
cuong do cao va bé tong tinh nang cao.

Tir khoa: Phuong phép phase field, vét nit, pha hiy, bé tong cuong do cao, nano-silica.
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1. PAT VAN DE

Dy doén chinh x4c su hinh thanh va lan truyén vét ntt ciing nhu quan hé giita tai trong va
chuyén vi cua két ciu bang phuong phap mo phong 1a mot thach thirc 16n hién nay. Nhiéu
phuong phap di dugc phat trién ¢ mo ta hu hong trong két ciu nhu phuong phap phan tir
hitu han (FEM), phuong phap phan tir hiru han mé rong (XFEM) nhung ching chi ¢ thé mo
ta duoc nhitng vét nit don gian ma khong thé du doan duoc sy phat trién cia nhing vét nut
phirc tap hodc hé thng cac vét nit. Xuat phat tir co so 1y thuyét vé pha hiy gion trong vét rén
duoc dé xuat boi Griffith [1] va Irwin [2], vét nat s& lan truyén néu tdc do giai phong ning
lwong dat toi gia tri toi han. Ly thuyét cua Griffith [1] cung cAp mot tiéu chudn cho su lan
truyén vét niit nhung khong du dé xac dinh chinh xac duong di cia vét niit phuc tap ciing nhu
du doan sy hinh thanh vét nit. Nhitng han ché cua [1] duoc khic phuc bang phuong phap
bién phan dua vao 1y thuyét giam thiéu ning lugng dugc dua ra boi Francfort va Marigo [3],
Mumford va Shah[4]. Sau d6 mot phuong phap mé phong s6 dua trén cac tiéu chi cua [3, 4]
dugc dé xuat boi Bourdin va cong su [5] dé mo ta duong di phire tap cta vét nit. Mot nghién
clru gan day ciia Miehe va cong su [6] d3 dua ra co so nhiét dong hoc cho phuong phap phase
field @& mo ta sy hinh thanh va lan truyén vét ntt phirc tap trong vat ran, phat trién cac
nguyén 1y bién phan ting va ap dung ching vao phuong phap phan tir hiru han véi hai bién:
bién phase field va bién chuyén vi.

Céc nghién ctru gan day ctiia Ngd Van Thirc va cong sy [7-10] di xac dinh cac tham sb
vat liéu va cac dic trung pha hay cua vat lidu bé tong cuong do cao véi st dung NS, cho thay
vat liéu nay co rat nhiéu tinh nang tot nhu ning lwong phé hily cao, cuong do chiu kéo va nén
16n, sy hinh thanh cudng do sém, giam do sut va do chay xoe ctia hon hop bé tong tuoi.

Trong bai bao nay chung t61 sir dung phuong phap phase field nhu 1a mgt phuong phéap
s6 dé mé phong su phat trién vét nit cling nhu Gmg xir ctia két cau véi vat lidu bé tong cuong
d6 cao sir dung NS véi céc ty 1¢ khac nhau.Cac tham s6 vt liéu dung dé mo phong duge 1ay
tir két qua thi nghiém cua [7]. Hon nita, két qua dat dugc tir phuong phéap mo phong nay duogc
so sanh v6i két qua 1y thuyét cua Tadava cong sy [11] va két qua thuc nghiém trong [7].

2. PHUONG PHAP PHASE FIELD

Cho m6t mién Q 1a mot vat thé bi nut, trong d6 6Q1a bién ngoai cia Q. Cho T'la vét
nit trong mién vat thé Q. Trang thai cia vét niit dwoc md ta bang mot bién phase field d(x)
voix e Q (xem Hinh 1).

o0, < 90
d(x)

o Weeecast Glo} 5

(a) (b)
Hinh 1. M6 ta vat thé bi ntt: (a) vét nut thuc té; (b) vét nit thong qua bién phase field d(X).
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2.1. Cac phwong trinh néing lwgng

Trong phuong phap phase field, tong ning luong trong mot vt thé bi nirt dugc mo ta:
E(u,d) = [W,(£,d)dQ+ [ g.x(d,Vd)dQ @
Q Q
d? .
Trong d6 gc 1a nang luvong khang nut, ¥(d,Vd) = o + EVd Vd 1a ham mat do vét nut, |
1a tham sb chiéu dai. Ta dat E = deQ, do do téng nang lugng trong vat thé dugc viét lai
Q
nhu sau:

W (u,d) =W, (¢,d)+g.7(d,Vd) )

Trong nghién ctru cia Miehe va cong su [6], chon ham mat d¢ ning lugng dan hoi W,

nhu:
W, (u,d) =¥"(&){g(d) +k}+¥ (&) 3)

Trong do, ta sir dung ham suy bién g(d)=(1-d)? & mo phong su thay d6i do cing cua vat
thé bi nit, k 13 s6 thyc vo cting nho.

Ten-xo bién dang & duoc phan rd thanh phan duonge* dai dién cho phan chiu kéo va
phén am g~ dai dién cho phén chiu nén khi két cau chiju tac dung cua tai trong:

eE=& +& (4)

V6i hai thanh phan nang lugng dan hdi lién quan téi &~ va &* dugc mo ta:

iy A 2 . (5)
¥ (e) :E(<Tr(8)>+) +uTr{(e")¥
_ A 2 _ 6
V(0= ((Tr(e). ) + e ¥ ©
Trong do6 <X>i =(Xi|X|)/2,l va u 1a hé sb Lamé.
Dua trén nguyén 1y nhiét dong hoc va bat phuong trinh Clausius-Duhem [12], ta 6 :
- 7
Ad>ovan =W ")
od
Gia thiét, ham ngudngF (A ) sao cho hu hong trong vat thé khong xay ra :
F(A)=A <0 (8)
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Theo nguyén 1y tiéu hao nang lugng, A dphéi thoa mén diéu kién d>0va F =0do

oW oW 9)
= T g68,7(d,vd)=0

V&i dao ham ctia ham méat do vét nit theo bién phase field d nhu dudi day:

5d7/(d,Vd):%—lAd (10)
Tir cdng thic (9) va (10), ta c6 thé viét lai thanh cong thace dudi day:
2(1-d)H —%(d—md)zo (1)
Vé6i H 1a ham lich st bién dang theo thoi gian 7 duoc xac dinh nhu sau:
H = max{‘P*(x,r)} (12)

7€[0,t]

2.2. Bai toan phase field

Tir (11) va (12), su phat trién cta bién phase field d dugc xac dinh bang cach giai hé

phuong trinh dudi day véi cac diéu kién bién twong tg:

2(1—d)H —%(d—led)=0trongQ
d(x)=1 tai T
vd(x).n =0 tai 0Q

(13)

Vi n 1a vec-to phap tuyén tai bién 6Q va Ad 1a toan tir Laplace cua d.
Tir phuong trinh (13%) & trén, sir dung dang yéu bang céch nhan thém &d trén mién tich
phan 2, ta co:

g ) (14)
j 2(1-d)Hod - =& (d -1°Ad)5d (dQ =0
Q
Tir cong thirc (14), cudi cing ta xac dinh duoc tich phan dudi day :
g (15)
j 2H +3¢ |dod +g,IVdV(5d) Q= j(zHad)dQ
Q Q
Str dung phuong phéap phan tir hitu han cho bai toan phase field, ta phan tich duoc:
d =N,d;, va vd = N,d, (16)
od =B,0d, va Vdod =B,od, @17
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Vi Ng va Bg 12 ma tran ham dang va ma tran vi phan ham dang cuaa bién phase field d,
cubi cung ta c6 phuong trinh dé xac dinh cac gié tri tai cac n(t phan tir d; ;

{dif=[K, ]71 {Fa (18)

Ma tran d6 cting theo bién phase field d dugc xac dinh nhu sau:
19
[Kd]zj{(%JrzH]NQNd+gC|BQBd}dQ 19

Q
Ta c6 vec-to luc theo bién phase field d:
{Fi}=[2N{HdQ (20)
Q

2.3. Bai toan chuyén vi
Véi tong nang luong E trong vat thé bi nat tir cong thie (1) véi chuyén vi u, dang yéu
cuia bai ton chuyén vi duoc viét nhu sau:

(21)

I oW,

~ :s(5u)dQ=£f.5udQ+ | Foudr

Q 0,

Trong d6 fva F 1a noi lyc trong vat thé Q va ngoai luc trén bién 6Q,

Vi phuong trinh (21) cia ham ning lugng bién dang, tng suat Cauchy duoc xac dinh:

_ oW, (22)
oe

(o)

={9(d)+k}{A(Tre) 1+2u&"}+A(Tre) 1+2u

+

Voi 1=1{L1; O}T va(Tre), =R, (Tre), trong d6 R, = %{sign {Tre}+1} (xem trong [12,

13)).
Str dung phuong phap phan tir hitu han cho bai toan chuyén vi, ta co:

u=Nu, va du=NJdu, (23)

g(u) =Bu, va g(ou) =Bou, (24)

Véi N va B la ma tran ham dang va ma tran vi phan ham dang cua bién chuyén vi u, cubi
cung ta c6 phuong trinh dé xac dinh c4c gid tri tai c4c n(t phan tir ui nhu sau:

(o} =[K]*F) @
Ta c6 ma tran d6 cting theo bién chuyén vi:

[K]=[B" {(g(d) +k)(2R,1"1+ 24P, )+ (4R 11+ 24P )| B dQ (26)
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o, (xem trong [12, 13]).
oe

Vec-to luc theo bién chuyén vi dugc xac dinh:

V6i P, =

{F} =[N} {fldo+ [ Nj{Fldr @7)

R
Noi dung cua phuong phap phase field dugc tom lugc qua thuat toan nhu sau:
Thuat toan
Cho gia tri ban dau cta chuyén vi uo, bién phase field do ham lich st bién dang H,
FORj=1,2...,n
Bai toan chuyén v;
Tinh [K] va {F} theo cdng thac (26) va (27)
Tinh gi& tri uj theo cong thuc (25)
Bai toan phase field
Tinh ham lich sir bién dang H , tir uj theo cong thic (12)
Tinh [Kq] va [Fd] theo cong thic (19) va (20)
Tinh gia tri d;j theo cbng thuc (18)
END
3. THI NGHIEM XAC PINH CAC THAM SO KHANG NUT CUA VAT LIEU

Thi nghiém xéc dinh cac tham sb vat liéu cua bé tong cuong do cao chura NS duogc thuc

hién boi [7] theo tiéu chuan ACI [14], c¢6 ty 1é phdi tron nhu Bang 1.

Bang 1. Thanh phén cia bé tong cudng do cao sir dung nano-silica.

‘ Vit liéu

pin | Ximang | IV [ IR T IO [ s [ TR T e
' (ka) (kg) (kg) (kg) (%) (Iit) (Iit)
0%NS 544,21 674,68 1049,75 28,64 0,00 5,44 154,67
0,5%NS 541,34 673,68 1049,75 28,64 0,50 6,53 154,67
1,5%NS 535,61 671,67 1049,75 28,64 1,50 7,62 154,67

Céc tham s vat liéu di xac dinh trong nghién ctru ciia [7] duge trinh bay trong Bang 2.
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Bang 2. Tham sb dic tinh khang nit ctia bé tong cudng do cao sir dung NS.

. Cuong do Cuong do M6 dundan | Nang luong E;;lngn?ﬁ
Thanh phan | chijunén e | chiukéo fi hdi B khang nut g Kg
vat liéu IC
(MPa) (MPa) (MPa) (Nmm/mm?) | (MPam'?)
0%NS 82,10 5,43 45533 0,200 1,175
0,5%NS 84,09 5,76 47620 0,242 1,273
1,5%NS 87,10 6,23 50131 0,316 1,32

Mau dam duoc ché tao voi kich thudce 500x100x100mm béng vat li¢u bé tong cuong do
cao sit dung NS [7]. Thi nghiém udn dam 3 diém duoc thuc hién v6i bd tri cac gbi va diém
gia tai nhu Hinh 2 dé xac dinh tmg xir ctia két ciu theo ty 1& NS. Khoang cach hai gdi 1a
400mm, dam duoc tao vét nirt moi voi chidu dai 25mm va do rong cua vét nirt 1a 2mm. Po d6
mé rong miéng vét niit (CMOD) bang thiét bi do dugc bd tri tai hai bén vét niit nhu Hinh 3:

\— Viét nit méi

Hinh 2. Thi nghiém udn ba diém mau dam [7].

Hinh 3. B6 tri thiét bi thi nghiém.
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4. PHAN TICH, SO SANH KET QUA GIUA CAC PHUONG PHAP

4.1. Phan tich két qua theo Iy thuyét

S6 tay cta Tada va cong su [11] dugc dung dé tinh toan luc t&i han gay nut cia mot )
két cAu dién hinh trong d6 c6 ap dung cho dam chiu udn 3 diém. Mot ddm co kich thuée
LxHxB (khoang cach 2 gbi x chiéu cao x bé rong) voi chidu dai vét niit a nhu Hinh 4 dugc
xac dinh luc t61 han P nhu sau:

3LP a (28)
T JraT (@), a= b
Vi dam c6 kich thuée L=4H, ta tinh duoc hé s6 T (er) nhu sau:
T(@) = 1,99-a(l—a)(2,15—3,930 + 2, 7a?) (29)
A+2a)(1-a)**r
¢ P
)
I
| d
B L/2 L L/2 ]

Hinh 4. Kich thuéc dam chiu udn 3 diém.

Theo phuong phap nay ta tinh toan duoc luc téi han P cho dam thi nghiém LxHxB =
400x100x100mm, chiéu dai vét niit a=25mm theo ty 1¢ NS nhu Bang 3 vé&i gia tri cac hé
s6 a=0,25va T( a)=1,0073.

Bang 3. Luc t6i1 han tinh theo [11] véi cac ty 1€ NS.

) 1A Cuong do khang nut -
Ty 1eNS Kic(MPa.m2) Iy tir [7] Luc t6i han P(N)
0%NS 1,175 6937
0,5%NS 1,273 7516
1,5%NS 1,32 7793

4.2. Phan tich két qua theo phwong phap phase field

Khao sat sy hinh thanh, lan truyén vét nirt va tmg xir cia két cau bang mé phong mot dam

ubn 3 diém véi kich thuée LxHxB=400x100x100mm. Vi gdi bén trai cd dinh chuyén vi theo
phuong dimg va phuong ngang, trong khi gdi bén phai c¢6 chuyén vi theo phuong ngang dé tur
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do (xem Hinh 4). Dam duoc gia tai véi budc chuyén vi khong doi Au = 0,005 mm téi khi két
cAu bi niit hoan toan. Bai toan dugc mod phéng trén mo hinh 3D. Dam duoc chia luéi tir dién
béng mot phﬁn mém chia lugi v6i hai loai kich thude ludi duge dua ra: Tai khu vuc vét nit
du dinh di qua, ta chia ludi voi hmin=3 mm va tai khu vuc khac cia két cAu ta st dung ludi voi
h=20 mm nhu Hinh 5 véi 43189 phén ttr t dién. Cac tham sd cua vat liéu gém mo dun dan
hdi E va ning luong khang nirt ge duoc 1dy theo [7]. Hé sé nd ngang v =0,3. Theo nghién

ctru ciia Nguyen va cong su [15], ta xac dinh duoc tham s chiéu dai | nhu sau:

| 27Eg, (30)
256 7

Theo Miehe va cong su [6], tham s6 chiéu dai phai ¢am bao | > 2h_, . Theo ty 1& NS voi
0%, 0,5% va 1,5% ta xac dinh duoc chiéu dai | trong tmg: 32,57 mm; 36,6 mm va 43 mm.

Két qua dat duoc biang phwong phap phase field duoc trinh bay tir Hinh 6 toi Hinh 8.
Hinh 6 thé hién sy phat trién cua vét nirt theo phwong thing ding tai tai gitra dam, két qua nay
tuong ty v6i hinh anh vét nit thi nghiém uén dim 3 diém. Hinh 7 thé hién két qua so sanh
duong cong tai trong va chuyén vi véi cac mau dam cé ty 16 NS thay d6i, sai s tinh toan
dugc giita mo phong va thuc nghiém [7] (sai s6 1 trong Bang 4) lan lugt 1a 7,1%; 8,6% va
5,3% tuong ung voi ty 18 NS 1a 0%; 0,5% va 1,5%, trong khi sai s6 giita m6 phong va cach
tinh theo [11] (sai sé 2 trong Bang 4) 1an luot 14 4,6%; 2,7% va 7,1%. Hai duong cong tng xir
theo hai phuong phap trong Hinh 7 13 twong dong va céc sai sd xac dinh dugc trong Bang 4 1a
tuong d6i nho khi so phuwong phap mé phong phase field voi hai phuong phap con lai.

Hinh 5. Chia luéi cho két ciu.
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[ 0.2
0.0

[ 0.2
- 0.0

0.2
|
0.0
d

Hinh 6. Qua trinh hinh thanh va lan truyén vét nit theo phuwong phap phase field va thuc nghiém [7].
8000 ,

A T 10000 -
Pa\ ::::I/II\II’-ESS(()) ———TN-NS0.5
/s 2000 - —=—-MP-NS0.5 e
6000 J P!
i P d i
v 4 \
_ / _ 6000 / \
£.4000 / Z e !
A 4 o /
g 4000 /
s ’
4 i
2000 4/ 4
/ 2000 v
,' \ S
4 &
/ "~ '[ ~
0 : - . : 0 : -
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4
u [mm] u [mm]
a) 0%NS b) 0,5%NS
10000
—=—-TN-NS1.5
L\ [———MP-NSLS
8000 f N\ -
7\
, 1
P4 \
__ 6000} ¥ !
1
Z v s
—_ \i
(-8 / ‘\I
4000 /', .“\
\)
/ \
N\
2000 f 1
I/ =
¥4
0
0 02 03 04 05 06
u [mm]

c) 1,5%NS

0.5

Hinh 7. So sanh dudng cong tmg xUr tai trong va chuyén vi giita phuwong phéap phase field va [7].
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Dé xac dinh d6 mé rong miéng vét nat CMOD khi gia tai, trong phuong phap mé phong, ta tinh
gi4 tri trung binh cta hiéu sb gitta chuyén vi ngang tai cac nut cia mép bén phai v6i mép bén trai
ctia vét nit moi. Két qua so sanh cua dudng cong quan hé giira CMOD va tai trong giita phuong
phap phase field va [7] duoc thé hién trén Hinh 8. Ta thdy cac duong cong quan hé ndy cua hai
phuong phap rat giéng nhau.

8000 — - 10000
y'\‘ s TN-NSO e TN-NS0.5
\“ e MP-NSO " === MP-NS0.5
L ]
6000 1 S0 g
\ i
_ 6000+ \\
Zaooo \ 1 £ \
=9 \ ay \
\ 4000 N
».
2000 ; AN
2000 e
~\1§1~-‘
] | l ! - “N-
0 .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
CMOD [mm] CMOD [mm)]
a) 0%NS b) 0,5%NS
10000 T T
—==TN-NS1.5
N\ —=—MP-NSI.5
8000 F&™\\ 1
\\
!
6000+ '{\‘
Z %
= 3\
e, ‘\
4000 f N\
\\\‘\\
Y
2000 \
§’=’:?:=-.=-.-—
0 ‘ ‘
0 01 02 03 04 05 06
CMOD [mm]
c) 1,5%NS

Hinh 8. So sanh duong cong ung xtr tai trong va CMOD giira phuong phap phase field va [7].

Bang 4. So sanh lyc t6i han P gilra phuong phap phase field vai [7] va [11].

Ty16NS | P(N)theo PP | P (N)theo[7] | Saisd1(%) | P (N)theo | Saisd 2(%)
phase field [11]
0%NS 7254 7813 7.1 6937 4,6
0,5%NS 7721 8420 8,6 7516 2,7
1,5%NS 8344 8810 5,3 2703 7.1
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Hinh 9: Quan hé tai trong va bién dang dé x4c dinh ning luong gy nit We.

Pé x4c dinh ning luong gay nut vat lidu hay cong co hoc pha hity khi két cau bi nirt hoan
toan dua trén dudng cong quan h¢ tai trong va chuyén vi (nhu Hinh 9), ta c6 thé tinh toan theo
cong thirc sau:

W = %i(Pk +PB ) —u ) (31

k=1
Trong d6, Pk va Uk 1a tai trong va chuyén vi tai budc thi k.

Két qua so sanh ning luong gdy nit gitra phuong phap phase field va thyc nghiém [7]
dugc trinh bay trong Bang 5.

Bang 5. So sanh nang lugng gay nirt We gitra phuong phap phase field va [7].

TY 16 NS Két qua md phong Két qua mo phong Sai s6 (%)
Y We(Nmm) We (Nmm)
0%NS 1447 1454,8 0.5
0,5%NS 1712 1766,4 31
1,5%NS 21985 2308,9 >0

Sai sb giita mo phong va thuc nghiém cua ning lugng giy niat Weduoc tinh toan theo
Bang 5 1a kha nho tuwong tng véi cac mau bé tong c6 ty 16 NS khac nhau. Cac két qua dat
duoc néu trén da ching to phuong phéap phase field 1a mot cong cu mé phong tét dé du doan
gia tri lyc to1 han, sy phat trién nat va ung XU cua két cdu bé tong cuong do cao co chét két
dinh b sung NS.

5. KET LUAN VA KIEN NGHI

Bai bao d3 trinh bay phuong phap mé phong phase field v6i su két hop cua hai bién: bién
phase field dé mo ta trang thai hu hong cua két cdu va bién chuyén vi dé xac dinh trang thai
g suét- bién dang. Hai bién nay duoc ap dung va phan tich theo phwong phap phan tir hiru
han. Két qua dat duoc tir phwong phap phase field duoc so sanh vé6i két qua thuc nghiém trén
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dam bé tong cudng dd cao c6 chat két dinh bd sung NS [7] va két qua 1y thuyét [11], véi cac
sai s6 nho hon 8,6%. Phuong phap dé xuét c6 thé dugc coi 1a cong cu dang tin ciy dé mo
phong su hinh thanh va lan truyén vét niit, tng xtr co hoc cua két ciu bé tong, bé tong cuong
dd cao va tinh nang cao.

Trong nghién ciru tiép theo, phuong phap phase field c6 thé duoc phat trién dé mé phong
cac két cau 1a hdn hop nhiéu vat liéu thanh phan va phan tich sy phat trién vét nit voi sy anh
huong ctia mit phan cach giita cac vat liéu thanh phan nay.
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