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Abstract. Over the past decades, the phase field method has become a robust simulation tool 

to predict crack propagationin concrete structures. This method usesthephase field variable 

and thedegradation function to describe the energy decrease in the structure as well as the 

state of the crack based on thecoupling resolutionof the phase field and mechanical problems. 

This paper presents the phase field method to determine: (i) the crack initiation and 

propagation; (ii) the load-displacement curves; (iii) the relationship betweenthe applied load 

and thecrack mouth open displacement (CMOD); and (iv) the fracture mechanical work 

intheconcrete beams usingathree-point bending test. The beams were made of high-strength 

concrete containingthe nano-silica (NS) material with the replacement ratio ranging from 0% 

to 1.5%. The simulation results compare well with the experimental measurements and the 

analytical results from previous studies.The phase field model can be a reliable and effective 

tool to simulate the crack initiation and propagation and mechanical behavior of high strength 

and high performance concrete structures. 
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Tóm tắt. Trong thời gian gần đây, phương pháp phase field là một công cụ mô phỏng mạnh 

để dự đoán sự phát triển vết nứt trong kết cấu. Phương pháp này sử dụng biến phase field và  

hàm suy biến  để mô tả sự suy giảm năng lượng tồn tại trong vật thể cũng như trạng thái của 

vết nứt dựa vào việc giải quyết kết hợp giữa bài toán phase field và bài toán cơ học. Trong 

nghiên cứu này, phương pháp phase field được sử dụng để xác định: (i) sự hình thành và lan 

truyền vết nứt trong kết cấu; (ii) đường cong ứng xử giữa tải trọng và chuyển vị; (iii) đường 

cong quan hệ giữa tải trọng và độ mở rộng miệng vết nứt do chuyển vị (CMOD) và (iv) công 

cơ học phá hủy của dầm bê tông chịu uốn ba điểm. Các mẫu dầm này được làm từ bê tông 

cường độ cao với sự thay đổi tỷ lệ chất kết dính bổ sung nano-silica (NS)  từ 0% tới 1,5%. Kết 

quả tính toán từ phương pháp mô phỏng phù hợp với kết quả thực nghiệm và lý thuyết của các 

nghiên cứu trước đó. Phương pháp phase field có thể là một công cụ đáng tin cậy và hiệu quả 

để mô phỏng sự hình thành và lan truyền vết nứt và ứng xử cơ học của các kết cấu bê tông 

cường độ cao và bê tông tính năng cao. 

 

Từ khóa: Phương pháp phase field, vết nứt, phá hủy, bê tông cường độ cao, nano-silica. 
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1.  ĐẶT VẤN ĐỀ  

Dự đoán chính xác sự hình thành và lan truyền vết nứt cũng như quan hệ giữa tải trọng và 

chuyển vị của kết cấu bằng phương pháp mô phỏng là một thách thức lớn hiện nay. Nhiều 

phương pháp đã được phát triển để mô tả hư hỏng trong kết cấu như phương pháp phần tử 

hữu hạn (FEM), phương pháp phần tử hữu hạn mở rộng (XFEM) nhưng chúng chỉ có thể mô 

tả được những vết nứt đơn giản mà không thể dự đoán được sự phát triển của những vết nứt 

phức tạp hoặc hệ thống các vết nứt. Xuất phát từ cơ sở lý thuyết về phá hủy giòn trong vật rắn 

được đề xuất bởi Griffith [1] và Irwin [2], vết nứt sẽ lan truyền nếu tốc độ giải phóng năng 

lượng đạt tới giá trị tới hạn. Lý thuyết của Griffith [1] cung cấp một tiêu chuẩn cho sự lan 

truyền vết nứt nhưng không đủ để xác định chính xác đường đi của vết nứt phức tạp cũng như 

dự đoán sự hình thành vết nứt. Những hạn chế của [1] được khắc phục bằng phương pháp 

biến phân dựa vào lý thuyết giảm thiểu năng lượng được đưa ra bởi Francfort và Marigo [3], 

Mumford và Shah[4]. Sau đó một phương pháp mô phỏng số dựa trên các tiêu chí của [3, 4] 

được đề xuất bởi Bourdin và cộng sự [5] để mô tả đường đi phức tạp của vết nứt. Một nghiên 

cứu gần đây của Miehe và cộng sự [6] đã đưa ra cơ sở nhiệt động học cho phương pháp phase 

field để mô tả sự hình thành và lan truyền vết nứt phức tạp trong vật rắn, phát triển các 

nguyên lý biến phân tăng và áp dụng chúng vào phương pháp phần tử hữu hạn với hai biến: 

biến phase field và biến chuyển vị. 

Các nghiên cứu gần đây của Ngô Văn Thức và cộng sự [7-10] đã xác định các tham số 

vật liệu và các đặc trưng phá hủy của vật liệu bê tông cường độ cao với sử dụng NS, cho thấy 

vật liệu này có rất nhiều tính năng tốt như năng lượng phá hủy cao, cường độ chịu kéo và nén 

lớn, sự hình thành cường độ sớm, giảm độ sụt và độ chảy xòe của hỗn hợp bê tông tươi. 

Trong bài báo này chúng tôi sử dụng phương pháp phase field như là một phương pháp 

số để mô phỏng sự phát triển vết nứt cũng như ứng xử của kết cấu với vật liệu bê tông cường 

độ cao sử dụng NS với các tỷ lệ khác nhau.Các tham số vật liệu dùng để mô phỏng được lấy 

từ kết quả thí nghiệm của [7]. Hơn nữa, kết quả đạt được từ phương pháp mô phỏng này được 

so sánh với kết quả lý thuyết của Tadavà cộng sự [11] và kết quả thực nghiệm trong [7]. 

2. PHƯƠNG PHÁP PHASE FIELD 

Cho một miền   là một vật thể bị nứt, trong đó  là biên ngoài của  . Cho  là vết 

nứt trong miền vật thể  . Trạng thái của vết nứt được mô tả bằng một biến phase field d(x) 

với x  (xem Hình 1).  

 

Hình 1. Mô tả vật thể bị nứt: (a) vết nứt thực tế; (b) vết nứt thông qua biến phase field d(x). 
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2.1. Các phương trình năng lượng 

Trong phương pháp phase field, tổng năng lượng trong một vật thể bị nứt được mô tả:  

( , ) ( , ) ( , )u cE d W d d g d d d
 

    u   (1) 

Trong đó gc là năng lượng kháng nứt,

2

( , ) .
2 2

d l
d d d d

l
       là hàm mật độ vết nứt, l 

là tham số chiều dài. Ta đặt E Wd


  , do đó tổng năng lượng trong vật thể được viết lại 

như sau: 

( , ) ( , ) ( , )u cW d W d g d d  u   (2) 

Trong nghiên cứu của Miehe và cộng sự [6], chọn hàm mật độ năng lượng đàn hồi uW  

như: 

( , ) ( ){ ( ) } ( )uW d g d k    u     (3) 

Trong đó, ta sử dụng hàm suy biến g(d)=(1-d)2 để mô phỏng sự thay đổi độ cứng của vật 

thể bị nứt, k là số thực vô cùng nhỏ. 

Ten-xơ biến dạng   được phân rã thành phần dương   đại diện cho phần chịu kéo và 

phần âm  đại diện cho phần chịu nén khi kết cấu chịu tác dụng của tải trọng: 

       (4) 

Với hai thành phần năng lượng đàn hồi liên quan tới  và  được mô tả: 

 
2

2( ) ( ) {( )}
2

Tr Tr


 


      

 (5) 

 
2

2( ) ( ) {( )}
2

Tr Tr


 


      

 (6) 

Trong đó   / 2x x x

  ,  và   là hệ số Lamé. 

Dựa trên nguyên lý nhiệt động học và bất phương trình Clausius-Duhem [12], ta có : 

.

0d A  và 
W

d





A =  
(7) 

Giả thiết, hàm ngưỡng  F  A  sao cho hư hỏng trong vật thể không xảy ra : 

  0F  A =A  (8) 
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Theo nguyên lý tiêu hao năng lượng, 
.

dA phải thỏa mãn điều kiện 
.

0d  và 0F  do 

đó : 

( , ) 0u
c d

WW
g d d

d d
 


     
 

F  =  
(9) 

Với đạo hàm của hàm mật độ vết nứt theo biến phase field d như dưới đây: 

( , )d

d
d d l d

l
       

(10) 

Từ công thức (9) và (10), ta có thể viết lại thành công thức dưới đây: 

22(1 ) ( ) 0cg
d d l d

l
    H  

(11) 

Với H  là hàm lịch sử biến dạng theo thời gian  được xác định như sau: 

 
  

0,
max ,

t



  xH  (12) 

2.2. Bài toán phase field 

Từ (11) và (12), sự phát triển của biến phase field d được xác định bằng cách giải hệ 

phương trình dưới đây với các điều kiện biên tương ứng: 

.

.

22(1 ) ( ) 0 trong

( ) 1 tai

( ) . 0 tai

cg
d d l d

l

d

d


     


 


  


x

x n

H

 

 

 

(13) 

Với n là vec-tơ pháp tuyến tại biên   và d  là toán tử Laplace của d. 

Từ phương trình (131) ở trên, sử dụng dạng yếu bằng cách nhân thêm d trên miền tích 

phân , ta có:  

22(1 ) ( ) 0cg
d d d l d d d

l
 



 
      

 
 H  

(14) 

Từ công thức (14),  cuối cùng ta xác định được tích phân dưới đây : 

 2 ( ) 2c
c

g
d d g l d d d d d

l
  

 

  
        

  
 H H  

(15) 

Sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn cho bài toán phase field, ta phân tích được: 

d id  N d  và d id  N d  (16) 

d id  B d  và d id   B d
 

(17) 
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Với Nd và Bd là ma trận hàm dạng và ma trận vi phân hàm dạng của biến phase field d, 

cuối cùng ta có phương trình để xác định các giá trị tại các nút phần tử di : 

     
1

i d d


d K F  

(18) 

Ma trận độ cứng theo biến phase field d được xác định như sau: 

  2 T Tc
d d d c d d

g
g l d

l


  
     

  
K N N B BH  

(19) 

Ta có vec-tơ lực theo biến phase field d: 

  2 T

d d d


 F N H  (20) 

2.3. Bài toán chuyển vị 

Với tổng năng lượng E trong vật thể bị nứt từ công thức (1) với chuyển vị u, dạng yếu 

của bài toán chuyển vị được viết như sau: 

 : .

F

uW
d d d  

  


   

  u f u F u


 
(21) 

Trong đó f và F  là nội lực trong vật thể  và ngoại lực trên biên F  

Với phương trình (21) của hàm năng lượng biến dạng, ứng suất Cauchy được xác định: 

  ( ) 2 2uW
g d k Tr Tr    

 


    


1 1     


 

(22) 

Với  1;1;0
T

1 =  và ( )Tr Tr
R  , trong đó   

1
1

2
sign Tr   R  (xem trong [12, 

13]). 

Sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn cho bài toán chuyển vị, ta có:  

iu Nu  và i u N u  (23) 

( ) iu Bu  và ( ) i u B u
 

(24) 

Với N và B là ma trận hàm dạng và ma trận vi phân hàm dạng của biến chuyển vị u, cuối 

cùng ta có phương trình để xác định các giá trị tại các nút phần tử ui như sau: 

     
1

i


u K F  

(25) 

Ta có ma trận độ cứng theo biến chuyển vị: 

       ( ) 2 2T T Tg d k d      



    K B R 1 1 P + R 1 1 P B  (26) 
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Với 






P



(xem trong [12, 13]). 

Vec-tơ lực theo biến chuyển vị được xác định: 

     
F

T T

d dd d
 

   F N f N F  (27) 

Nội dung của phương pháp phase field được tóm lược qua thuật toán như sau:  

Thuật toán 

Cho giá trị ban đầu của chuyển vị u0, biến phase field d0  hàm lịch sử biến dạng 0H

 
FOR j=1,2…,n 

    Bài toán chuyển vị  

    Tính [K] và {F} theo công thức (26) và (27) 

    Tính giá trị uj theo công thức (25) 

    Bài toán phase field 

    Tính hàm lịch sử biến dạng jH từ uj theo công thức (12)

 
    Tính [Kd] và [Fd] theo công thức (19) và (20) 

    Tính giá trị dj theo công thức (18) 

END 

 3. THÍ NGHIỆM XÁC ĐỊNH CÁC THAM SỐ KHÁNG NỨT CỦA VẬT LIỆU 

Thí nghiệm xác định các tham số vật liệu của bê tông cường độ cao chứa NS được thực 

hiện bởi [7] theo tiêu chuẩn ACI [14], có tỷ lệ phối trộn như Bảng 1. 

Bảng 1. Thành phần của bê tông cường độ cao sử dụng nano-silica. 

Thành 

phần vật 

liệu 

Vật liệu 

Xi măng 
Cốt liệu 

mịn 

Cốt liệu 

thô 

Tro bay 

Silica 
NS 

Phụ gia 

siêu dẻo 
Nước 

(kg) (kg) (kg) (kg) (%) (lít) (lít) 

0%NS 544,21 674,68 1049,75 28,64 0,00 5,44 154,67 

0,5%NS 541,34 673,68 1049,75 28,64 0,50 6,53 154,67 

1,5%NS 535,61 671,67 1049,75 28,64 1,50 7,62 154,67 

Các tham số vật liệu đã xác định trong nghiên cứu của [7] được trình bày trong Bảng 2. 
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Bảng 2. Tham số đặc tính kháng nứt của bê tông cường độ cao sử dụng NS. 

Thành phần 

vật liệu 

Cường độ 

chịu nén f’c 

Cường độ 

chịu kéo ft 

Mô đun đàn 

hồi E 

Năng lượng 

kháng nứt gc 

Cường độ 

kháng nứt 

KIC 

(MPa) (MPa) (MPa) (Nmm/mm2) (MPam1/2) 

0%NS  82,10 5,43 45533 0,200 1,175 

0,5%NS 84,09 5,76 47620 0,242 1,273 

1,5%NS  87,10 6,23 50131 0,316 1,32 

Mẫu dầm được chế tạo với kích thước 500x100x100mm bằng vật liệu bê tông cường độ 

cao sử dụng NS [7]. Thí nghiệm uốn dầm 3 điểm được thực hiện với bố trí các gối và điểm 

gia tải như Hình 2 để xác định ứng xử của kết cấu theo tỷ lệ NS. Khoảng cách hai gối là 

400mm, dầm được tạo vết nứt mồi với chiều dài 25mm và độ rộng của vết nứt là 2mm. Đo độ 

mở rộng miệng vết nứt (CMOD) bằng thiết bị đo được bố trí tại hai bên vết nứt như Hình 3: 

 

Hình 2. Thí nghiệm uốn ba điểm mẫu dầm [7]. 

 

Hình 3. Bố trí thiết bị thí nghiệm. 
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4. PHÂN TÍCH, SO SÁNH KẾT QUẢ GIỮA CÁC PHƯƠNG PHÁP 

4.1. Phân tích kết quả theo lý thuyết 

Sổ tay của Tada và cộng sự [11] được dùng để tính toán lực tới hạn gây nứt của một số 

kết cấu điển hình trong đó có áp dụng cho dầm chịu uốn 3 điểm. Một dầm có kích thước 

LxHxB (khoảng cách 2 gối x chiều cao x bề rộng) với chiều dài vết nứt a như Hình 4 được 

xác định lực tới hạn P như sau: 

2

3
( ),

2
IC

LP a
K aT

BH H
     

(28) 

Với dầm có kích thước L=4H, ta tính được hệ số ( )T  như sau: 

2

3/2

1,99 (1 )(2,15 3,93 2,7 )
( )

(1 2 )(1 )
T

   


  

   


 
 

(29) 

 

Hình 4. Kích thước dầm chịu uốn 3 điểm. 

Theo phương pháp này ta tính toán được lực tới hạn P cho dầm thí nghiệm LxHxB = 

400x100x100mm, chiều dài vết nứt a=25mm theo tỷ lệ NS như Bảng 3 với giá trị các hệ 

số 0,25  và T(  )=1,0073. 

Bảng 3. Lực tới hạn tính theo [11] với các tỷ lệ NS. 

Tỷ lệ NS 
Cường độ kháng nứt 

KIC(MPa.m1/2) lấy từ [7] 
Lực tới hạn P(N) 

0%NS 1,175 6937 

0,5%NS 1,273 7516 

1,5%NS 1,32 7793 

4.2. Phân tích kết quả theo phương pháp phase field 

Khảo sát sự hình thành, lan truyền vết nứt và ứng xử của kết cấu bằng mô phỏng một dầm 

uốn 3 điểm với kích thước LxHxB=400x100x100mm. Với gối bên trái cố định chuyển vị theo 

phương đứng và phương ngang, trong khi gối bên phải có chuyển vị theo phương ngang để tự 
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do (xem Hình 4). Dầm được gia tải với bước chuyển vị không đổi 0,005u  mm tới khi kết 

cấu bị nứt hoàn toàn. Bài toán được mô phỏng trên mô hình 3D. Dầm được chia lưới tứ diện 

bằng một phần mềm chia lưới với hai loại kích thước lưới được đưa ra: Tại khu vực vết nứt 

dự định đi qua, ta chia lưới với hmin=3 mm và tại khu vực khác của kết cấu ta sử dụng lưới với 

h=20 mm như Hình 5 với 43189 phần tử tứ diện. Các tham số của vật liệu gồm mô đun đàn 

hồi E và năng lượng kháng nứt gc được lấy theo [7]. Hệ số nở ngang 0,3  . Theo nghiên 

cứu của Nguyen và cộng sự [15], ta xác định được tham số chiều dài l như sau: 

2

27

256

c

t

Eg
l

f
  

(30) 

Theo Miehe và cộng sự [6], tham số chiều dài phải đảm bảo min2hl  . Theo tỷ lệ NS với 

0%, 0,5% và 1,5% ta xác định được chiều dài l tương ứng: 32,57 mm; 36,6 mm và 43 mm. 

Kết quả đạt được bằng phương pháp phase field được trình bày từ Hình 6 tới Hình 8. 

Hình 6 thể hiện sự phát triển của vết nứt theo phương thẳng đứng tại tại giữa dầm, kết quả này 

tương tự với hình ảnh vết nứt thí nghiệm uốn dầm 3 điểm. Hình 7 thể hiện kết quả so sánh 

đường cong tải trọng và chuyển vị với các mẫu dầm có tỷ lệ NS thay đổi, sai số tính toán 

được giữa mô phỏng và thực nghiệm [7] (sai số 1 trong Bảng 4) lần lượt là 7,1%; 8,6% và 

5,3% tương ứng với tỷ lệ NS là 0%; 0,5% và 1,5%, trong khi sai số giữa mô phỏng và cách 

tính theo [11] (sai số 2 trong Bảng 4) lần lượt là 4,6%; 2,7% và 7,1%. Hai đường cong ứng xử 

theo hai phương pháp trong Hình 7 là tương đồng và các sai số xác định được trong Bảng 4 là 

tương đối nhỏ khi so phương pháp mô phỏng phase field với hai phương pháp còn lại. 

 

 

 

 

Hình 5. Chia lưới cho kết cấu.  
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Hình 6. Quá trình hình thành và lan truyền vết nứt theo phương pháp phase field và thực nghiệm [7]. 
 

 
a) 0%NS                                                       b) 0,5%NS 

 
c) 1,5%NS 

Hình 7. So sánh đường cong ứng xử tải trọng và chuyển vị giữa phương pháp phase field và [7]. 
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Để xác định độ mở rộng miệng vết nứt CMOD khi gia tải, trong phương pháp mô phỏng, ta tính 

giá trị trung bình của hiệu số giữa chuyển vị ngang tại các nút của mép bên phải với mép bên trái 

của vết nứt mồi. Kết quả so sánh của đường cong quan hệ giữa CMOD và tải trọng giữa phương 

pháp phase field và [7] được thể hiện trên Hình 8. Ta thấy các đường cong quan hệ này của hai 

phương pháp rất giống nhau. 

  

a) 0%NS b) 0,5%NS 

 

c) 1,5%NS 

Hình 8. So sánh đường cong ứng xử tải trọng và CMOD giữa phương pháp phase field và [7]. 
 

 

Bảng 4. So sánh lực tới hạn P giữa phương pháp phase field với [7] và [11]. 

Tỷ lệ NS P(N) theo PP 

phase field 

P (N) theo [7] Sai số 1 (%) P (N) theo 
[11] 

Sai số 2(%) 

0%NS 7254 7813 7,1 
6937 

4,6 

0,5%NS 7721 8420 8,6 
7516 

2,7 

1,5%NS 8344 8810 5,3 
7793 

7,1 
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Hình 9:  Quan hệ tải trọng và biến dạng để xác định năng lượng gây nứt WF.  

Để xác định năng lượng gây nứt vật liệu hay công cơ học phá hủy khi kết cấu bị nứt hoàn 

toàn dựa trên đường cong quan hệ tải trọng và chuyển vị (như Hình 9), ta có thể tính toán theo 

công thức sau: 

1 1

1

1
W ( )( )

2

n

F k k k k

k

P P u u 



    
(31) 

Trong đó, Pk và uk là tải trọng và chuyển vị tại bước thứ k. 

Kết quả so sánh năng lượng gây nứt giữa phương pháp phase field và thực nghiệm [7] 

được trình bày trong Bảng 5. 

Bảng 5. So sánh năng lượng gây nứt WF giữa phương pháp phase field và [7]. 

Tỷ lệ NS 
Kết quả mô phỏng 

WF(Nmm) 

Kết quả mô phỏng 

WF (Nmm) 

Sai  số (%) 

0%NS 1447 1454,8 
0,5 

0,5%NS 1712 1766,4 
3,1 

1,5%NS 2198,5 2308,9 
5,0 

Sai số giữa mô phỏng và thực nghiệm của  năng lượng gây nứt WFđược tính toán theo 

Bảng 5 là khá nhỏ tương ứng với các mẫu bê tông có tỷ lệ NS khác nhau. Các kết quả đạt 

được nêu trên đã chứng tỏ phương pháp phase field là một công cụ mô phỏng tốt để dự đoán 

giá trị lực tới hạn, sự phát triển nứt và ứng xử của kết cấu bê tông cường độ cao có chất kết 

dính bổ sung NS. 

 5. KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ 

Bài báo đã trình bày phương pháp mô phỏng phase field với sự kết hợp của hai biến: biến 

phase field để mô tả trạng thái hư hỏng của kết cấu và biến chuyển vị để xác định trạng thái 

ứng suất- biến dạng. Hai biến này được áp dụng và phân tích theo phương pháp phần tử hữu 

hạn. Kết quả đạt được từ phương pháp phase field được so sánh với kết quả thực nghiệm trên 
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dầm bê tông cường độ cao có chất kết dính bổ sung NS [7] và kết quả lý thuyết [11], với các 

sai số nhỏ hơn 8,6%. Phương pháp đề xuất có thể được coi là công cụ đáng tin cậy để mô 

phỏng sự hình thành và lan truyền vết nứt, ứng xử cơ học của kết cấu bê tông, bê tông cường 

độ cao và tính năng cao. 

Trong nghiên cứu tiếp theo, phương pháp phase field có thể được phát triển để mô phỏng 

các kết cấu là hỗn hợp nhiều vật liệu thành phần và phân tích sự phát triển vết nứt với sự ảnh 

hưởng của mặt phân cách giữa các vật liệu thành phần này. 
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