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Abstract. During the past three decades, the generalized convolution has been interested in 

research by international and domestic mathematicians. Moreover, mathematicians also apply 

them in solving problems about integral equations, integro-differential equations, and so on. 

Therefore, the study of generalized convolution is a hot topic. In this paper we introduce and 

study the new generalized convolution of two functions f, g with the weight-function for the 

Fourier cosine integral transform and  Fourier sine integral transform. We prove the existence 

of this new generalized convolution in the space L(R+).The essential factorization equality 

with the appearance of two distinctive integral transforms namely Fourier cosine and Fourier 

sine and some properties as noncommutation, disassociation which are different from other 

forms of convolution of integral transform are proved. Finally, we apply this new convolution 

in solving a system of integral equations of Toeplitz plus Hankel type and receive a solitary 

solution in the closed form.  
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Tóm tắt. Trong ba thập niên trở lại đây, tích chập suy rộng được các nhà toán học quốc tế và 

trong nước quan tâm nghiên cứu. Đồng thời các nhà toán học cũng ứng dụng chúng trong việc 

giải các bài toán về phương trình tích phân, phương trình vi tích phân,… Vì vậy, việc nghiên 

cứu tích chập suy rộng là vấn đề thời sự. Trong bài báo này, tích chập suy rộng mới với hàm 

trọng đối với hai phép biến đổi tích phân Fourier cosine và Fourier sine được chúng tôi xây 

dựng và nghiên cứu trong. Chúng tôi chứng minh sự tồn tại của tích chập suy rộng mới này 

trong không gian L(R+). Đẳng thức nhân tử hóa cốt yếu với sự có mặt của hai phép biến đổi 

tích phân khác biệt là Fourier cosine, Fourier sine và hàm trọng cùng một số tính chất khác 

như tính không giao hoán, tính không kết hợp khác với các tích chập của một phép biến đổi 

tích phân được phát biểu và chứng minh. Cuối cùng là áp dụng tích chập suy rộng mới được 

xây dựng để giải hệ phương trình tích phân kiểu Toeplitz-Hankel và nhận được nghiệm dưới 

dạng đóng.  
 

Từ khóa: các phép biến đổi tích phân Fourier, Fourier cosine, Fourier sine, tích chập suy 

rộng, phương trình tích phân kiểu Toeplitz-Hankel. 

© 2021 Trường Đại học Giao thông vận tải 

1. MỞ ĐẦU 

Từ đầu thế kỷ 20 đến cuối những năm chín mươi của thế kỷ trước tích chập với số lượng 

rất ít và hầu hết là các tích chập đơn đối với một phép biến đổi tích phân, do đó trong đẳng 

thức nhân tử hóa cốt yếu chỉ có mặt một phép biến đổi tích phân. Điều này dẫn tới phạm vi 

https://doi.org/10.47869/tcsj.72.5.10


Transport and Communications Science Journal, Vol 72, Issue 5 (06/2021), 636-645 

638 

ứng dụng hạn hẹp, không giải quyết được nhiều vấn đề mở rộng của nội tại phép biến đổi tích 

phân và tích chập cũng như nhiều lĩnh vực khoa học ứng dụng khác. Năm 1998 V. K. 

Kaichev và N. X. Thảo đã đưa ra phương pháp kiến thiết để xác định tích chập suy rộng đối 

với ba phép biến đổi tích phân bất kỳ 1 2 3,  ,  K K K  với hàm trọng ( )y  mà đối với chúng luôn 

có đẳng thức nhân tử hóa then chốt 

1 2 3( * )( ) ( )( )( )( ).K f g y y K f K g y


=  

Tư tưởng và kỹ thuật của phương pháp này mở đường cho một số tích chập suy rộng mới đối 

với hai và ba phép biến đổi tích phân khác nhau xuất hiện. 

Trong vòng 3 thập kỷ trở lại đây các tác giả V. K. Kaichev, N. X. Thảo, V. K. Tuấn và N. 

M. Khoa và một số tác giả khác đã nghiên cứu về tích chập suy rộng đối với các phép biến đổi 

tích phân [1-8]. Tiếp theo hướng nghiên cứu này, ở đây các tác giả tập trung xây dựng và 

nghiên cứu tích chập suy rộng có hàm trọng ( ) siny y =  đối với các phép biến đổi tích 

phân Fourier cosine và Fourier sine. Các tính chất đặc trưng của tích chập này được đưa ra và 

chứng minh. Đặc biệt một lớp hệ của bài toán mở phương trình tích phân Toeplitz-Hankel: 

1 2
0

( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ),f x k x y k x y f y dy g x x
+

++ + + − =  ¡ , 

nhờ tích chập suy rộng này giải được và cho nghiệm dưới dạng đóng. Đồng thời từ nền tảng 

tích chập suy rộng này ta có thể tiếp tục nghiên cứu phép biến đổi tích phân dạng chập tương 

ứng, các bất đẳng thức kiểu tích chập suy rộng, phương trình vi tích phân dạng chập, phương 

trình đạo hàm riêng và các ứng dụng khác trong vật lý, trong xử lý tín hiệu, xử lý ảnh,…       

 Một số các tích chập đã biết sau được dùng trong việc thiết lập một số tính chất của tích 

chập mới. Tích chập của phép biến đổi tích phân Fourier cosine 
CF  của hai hàm f  và g  

[9,10]: 

                                   ( ) ( )
0

1
( * ) ( y) (| |) , 0,

2
[ ]

CF
f g x f y g x g x y dy x



+

= + + −                    (1) 

và thỏa mãn đẳng thức nhân tử hóa: 

                                        ( )( ) ( )( ) ( )( )* . , 0.
C

C C C
F

F f g y F f y F g y y=                                          (2) 

Tích chập với hàm trọng 
1( ) siny y =  của hai hàm f  và g đối với phép biến đổi tích phân 

Fourier sine 
SF  [11]: 

                     
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

0

1
* 1 1

2 2

                     1 1 .

[ 1

1 1 ]

SF
f g x f g

i

x x t x

x t x

x t g sign t

g s gn x t g sign x t dtt





+
 

= + + + + −

− +

+ − 
 

−−− + + −−


           (3) 

Với tích chập này ta nhận được đẳng thức nhân tử hóa: 

                                   ( ) ( )( ) ( )( )
1

0* sin . ,
S

S S
F

SF f g y y F f yy F g y
 

= 


 


.                             (4) 



Tạp chí Khoa học Giao thông vận tải, Tập 72, Số 5 (06/2021), 636-645 

639 

Tích chập suy rộng của hai hàm f  và g đối với các phép biến đổi tích phân Fourier sine và 

Fourier cosine  [9,10]: 

                              ( )( ) ( ) ( ) ( )
1

0

,[ | x y | 0]
1

* ,
2

f g x f y g g x y dy x


+

+− −=                        (5) 

với đẳng thức nhân tử hóa: 

                                      ( )( ) ( )( ) ( )( )
1
* . , 0.S S CF f g y F f y F g y y=                                             (6) 

Tích chập suy rộng của hai hàm f  và g đối với các phép biến đổi tích phân  Laplace 

L có dạng  [9,10]: 

                                                 ( )( ) ( ) ( )
0

,* 0,

x

L
t xf g x f x t g dt= −                                       (7) 

thỏa mãn đẳng thức nhân tử hóa: 

                                                ( )( ) ( )( ) ( )( ) .* . , 0
L

L f g y Lf y Lg y y =                                (8)  

2. TÍCH CHẬP SUY RỘNG VỚI HÀM TRỌNG 

2.1. Định nghĩa 

Tích chập với hàm trọng ( ) sin ,( 0)y y  =   đối với các phép biến đổi tích phân 

Fourier cosine, Fourier sine của hai hàm f  và g  được xác định bởi:  

                    
( )  ( )

( ) ( )

¥

0

1
( * ) ( ) (| )

2 2

                                   - - , 0.    

- | -

- -

f

x

g x f

y

y g

d

x y g y

g g y x

x

x y



 

 



+

= +

 

+ +

+ +


                  (9) 

2.2. Định lý 

Cho ,  f g  là các hàm thuộc ( )L +¡ . Khi đó tích chập (9) thuộc ( )L +¡  và thỏa mãn đẳng 

thức  nhân tử hóa sau: 

                  ( ) ( )( ) ( )( )* sin . , 0.        C S CF f g y y F f y F g y y



 

=   
 

                          (10) 

Chứng minh. Từ (9) giả thiết , ( )f g L + ¡ , ta có: 

    

( ) ( )

( ) ( )

0 0 0 0

0 0

1
| ( * ) | | ( ) | | (| ) | | |

2 2

                                     | | | |                 

f g x dx f y g dx y x y

x y x

x g dx

g dx g dx dyy



 

 



+ + + +

+ +

+ −


 +



+ + 

− −

+ + − −


   

 

          (11)  

Mặt khác ta có 
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0 0 0

| ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) | =2 | ( ) |  |  | | | (12)
y y

g dx g dx g t dt g dtx y x y tt tg d
 

 
+ + + + +

+ − −

+ + −+ = +−      

Tương tự,    

                          
0 0 0

| ( ) | | ( ) | 2 | ( ) |                           (13)| | | | gx y xg dx g dy tx dt 
+ + +

+ − =− ++    

Từ (11), (12) và (13) ta nhận được 

( )
0 0 0

2
| ( * ) | | ( ) | | ( ) |  f g x dx f t dt g t dt





+ + +

  +    

Vậy ta có ( )( * ) ( ).f g x L


+ ¡  Xuất phát từ các đẳng thức 

0 0

2
sin ( )( )( )( ) sin sin cos . ( ).g( )c cx F f x F g x x xu xv f u v dudv 



+ +

=   , 





1
sin .sin cos  cos ( ) cos ( ) cos ( )

4

                                cos ( ) ,

x xu xv x u v x u v x u v

x u v

   



= − − + + − − + +

− − −

 

ta nhận được 




0 0

1
sin ( )( )( )( ) cos ( ) cos ( ) cos ( )

2

                                           cos ( ) ( ) ( ) .                              

S cx F f x F g x x u v x u v x u v

x u v f u g v dudv

   




+ +

= − − + + − − + +

− − +

 
      (14) 

Với phép đổi biến y u=  và t u v = + +  ta có 

             0 0 0

0 0 0 0

1 1
cos ( ) ( ) ( ) cos ( ) ( )

2 2

1 1
cos ( ) (| |) cos ( ) ( ) .                    (15)

2 2

y

y

x u v f u g v dudv xt f y g t y dtdy

xt f y g t y dtdy xt f y g y t dtdy





 
 

 
 

+ + + +

+

++ + +

+ + = − −

= − − − − +

   

   

 

Tương tự, với phép đổi biến ,y u=  t v u = − −  ta có  

0 0 0

1 1
cos ( ) ( ) ( ) cos ( ) ( )

2 2
y

x u v f u g v dudv xt f y g t y dtdy


 
 

+ + + +

− −

− + = + +     

                      
0

0 0 0

1 1
cos ( ) ( ) cos ( ) ( ) .           (16)

2 2
y

xt f y g t y dtdy xt f y g y t dtdy


 
 

+ + +

− −

= + + + + +     

Hơn nữa ta có         

                    
0

0 0 0

cos ( ) ( ) cos ( ) ( )

y

y

xt f y g y t dtdy xt f y g y t dtdy





 
++ +

− −

+ + = − +                            (17) 

Từ (15), (16) và (17) ta nhận được: 
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0 0

1
cos ( ) cos ( ) ( ) ( )

2
x u v x u v f u g v dudv 



+ +

− + + + − +   

                                      
0 0

1
cos (| |) ( ) ( ) .                          (18)

2
xt g t y g t y f y dtdy 



+ +

= − − − + + +   

Với kỹ thuật đổi biến tương tự, ta có: 

                           
 

 

0 0

0 0

1
cos ( ) cos ( ) ( ) ( )

2

1
      cos (| |)   (| |) ( )                             (19)

2

x u v x u v f u g v dudv

xt g t y g t y f y dtdy

 


 


+ +

+ +

+ − + − −

= − + + + −

 

 

 

Từ (14), (18) và (19), ta nhận được: 

         


 

0 0

1
sin ( )( )( )( ) cos ( ) (| |) (| |)

2

                                           ( ) (| ) .                               

S Cx F f x F g x xt f y g t y g t y

g t y g t y dy dt

  


 

+ +
= + − + − +



− + + + − −

   

Từ đẳng thức cuối và (9) có điều phải chứng minh                                                           

2.3. Định lý  

Trong không gian các hàm liên tục thuộc ( )L +¡ , tích chập với hàm trọng (9) không giao 

hoán và có đẳng thức liên hệ với tích chập Laplace như sau: 

       ( ) ( )1
* ( ) * ( ) ( ) * (| |) * ( ) ,

2 L L
f g x g f x sign x f g x f g x

 

  


    = − + − − + +       
         (20) 

ở đây *
L

f g  là tích chập với toán tử tích phân (7). 

Chứng minh. Thật vậy, với các phép đổi biến ,  ,t y x t y x = + − = − −  ,  t y x = + +  

,t y x = − +  ta có      

1
(| |) ( ) (| |) ( )

2 2

                    (| |) ( ) (| |) ( ) .

(

 

* )
x x

x x

g t f t dt g t f dt

g t f t dt

f g x x x

g t f

t

x t x dt

 

 




 

 

+ +

− − −

+ +

+ −

 
= + + +


− +




− − − +


 

− − 


 

 

 

                        

 
0

0 0 0

( )

0

( )

1
= (| ) ( ) (| |) (| |) ( )

2 2

  (| |) ( ) (| |) ( ) (| |) ( )

  | (| |) | (

|

)

x x x

x

f x t f f f g t dt

g t f t dt

x t x t x t

x x tg t f dt g t f t dt

g t

x

tf dtx

  



   

  





+

− − + +

− −

+ + − + + −

+ +


− − +

+

− −


+ − + − −


− +


−



−
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0 0

( )

0

( )

1
(| |) ( ) (| |) ( )

2 2

  (| |) ( ) (| |) ( )

)

.

* (
x x

x x

g f x g t f t dt g t f dt

g t f t dt g t f d

x x t

x x t t



 

 


 

 

− − −

+

+ − +


−

 
= − + + + −  −

 

− +


+


− − + 

 

 

 

Với phép biến đổi u t= −  ta được 

0 0

( )

0 0

.

 (| |) (| ) (| |) (| )

  (| |) ( ) (

   | |

| )|) (

x x

x x

g t f t dt g u f u du

xg t f d u

x x

x t t g f u du

 

 

 

 

− −

− + +

+ −

+

− = − +

= − −+ −

 

 

 

Do đó  

( )

0 0

| |

0

(| |) (| ) (| |) (| )

2 ( ) ( ) (| ) 2 ( ) * (| |)| .

| |

x x

x

L

g u f u du g u f u du

sign

x x

ux g u f x du sign x f g x

 



  

 



− −

−

+ − −

= − − =

−

−− −

+ 



 

Với phép đổi biến u t x = − + , u t x = + − , u t x = − − , u t x = + +  ta được    

( ) ( )

0 0 0

0

( )

(| |) ( ) (| |) ( ) ( ) ( )

(| |) ( ) 2 ( ) * (| |) 2 * ( ).

x x x

L L
x

g t f t dt g t f dt g t f t dt

g t f t dt sign x f

x x t x

g f gx x x

  



 

  





− − +

− +

− −+ + − − −

+ + =

−

− − ++ +

  



 

Do đó nhận được (20). Ta chứng minh xong định lý.                                  

2.4. Định lý  

Trong không gian các hàm liên tục thuộc ( )L +¡ , tích chập với hàm trọng (9) không kết 

hợp và thỏa mãn các đẳng thức sau: 

a) * * * *f g h g f h
      

=   
   

 

b) ( )
1 1
* * * *f g h f h g

  
= 

 
 

ở đây 
1
*f h  là tích chập suy rộng đối với phép biến đổi tích phân Fourier sine và Fourier 

cosine (5). 

Chứng minh. Sử dụng các đẳng thức nhân tử hóa (6), (10) ta chứng minh dễ dàng định lý 

này. 



Tạp chí Khoa học Giao thông vận tải, Tập 72, Số 5 (06/2021), 636-645 

643 

3. ÁP DỤNG GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH TÍCH PHÂN 

Xét hệ phương trình tích phân  

            



 

2
1

0

3

0

4

( ) ( ) (| |) (| |)]dt ( ),  
2

( ) (| |) (| |) ( ) - (| |)   
2

                                                                                        ( )

f y t g t y g t y k y

f t y t y t y t y t dt

g y h


 




       





+

+

+ − + + =

+ − + − + − + + − −

+ =





( ),  0,y y 

       (21) 

Ở đây 0;   
1 2 3 4,  ,  ,        là các hằng số phức; ,  ,  ,  ( )k h L  + ¡   đã biết; f  và g  là 

hai ẩn hàm. 

3.1. Định lý 

Với điều kiện 1 ( * )( ) 0CCF y


 +  , thì hệ phương trình tích phân (21) có nghiệm duy 

nhất nghiệm thuộc ( )L +¡  xác định bởi:    

                                   ( ) 4 2 2
1 1 1 1

1
( ) ( ) ( * )( ) ( * )( ) ( * )* ( ) .f y k y h y k l y h l y    


= − − +                  (22) 

                   1 3 1 3

1
( ) ( ) ( * )( ) ( * )( ) ( * ) * ( )

C CF F
g y h y k y h l y k l y

 

     


  
= − − +  

  
 

Ở đây, ( )l L + ¡  và được xác định như sau: 

2 3
1 4

1 4

( * )( )
( )(y) ,  ,  .

1 ( * )( )

C
C

C

CF y
F l C

CF y





   
  

 
 

= = = −

+

 

Chứng minh. Viết lại hệ (21) ở dạng  

1 2
1

3 4

( ) ( * )( ) ( ),

( * )( ) ( ) ( ), 0.

f y g y k y

f y g y h y y


  

  

+ =


 + = 

 

Sử dụng các đẳng thức nhân tử hóa của tích chập (5) và (9) ta nhận được 

1 2

3 4

( )( ) ( )( )( )( ) ( )( )

sin ( )( )( )( ) ( )( ) ( )( ), 0.

S S C S

S C C C

F f y F y F g y F k y

y F f y F y F g y F h y y

  

   

+ =


+ = 
 

Ta tính các định thức  
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( )( )

( )( ) 4

1 2 2 3

3 4 1

1 4

1 4

sin ( )( )

.

1
sin

  1 0

( )( )

( * )( ) ,  = 0

S

C

C

C

S
y F f y F

F y

F y

F

y

C

y

y


   
 

  

 


 

  

  

 −
 = = + 

 

 
= +   

 

( )( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )( )( )2

2

4

1 4

S S

S S C

C

F k y F y
F k y F y F y

F
h

h y

 
  


 = = − . 

Do đó,  

1 1 1
( * )

( )(
( )

( *

) , y 0

)1 (

.

)
S

C

C

F y

F

C
F f y

C y





 

  

  
= = − 


+

 

Theo định lý Winner-Lévy [12] tồn tại hàm ( )l L + ¡  sao cho: 

( * )( )
( )(y) .

1 ( * )( )

C
C

C

CF y
F l

CF y





 

 

=

+

 

Từ đây và đẳng thức nhân tử hóa (6) ta có: 

       

 

1 1

4 2 4

2

[ - ( )( )]

               = ( )( ) ( )( )( )( ) ( )( )

                 - ( )( )( )( ) ( )

1
( ( )

(

)

1

)

C

S S S

S

S

C

C C

F l y

F k y F y F h y F k y

F y

F f y

F h y F l y

   

 





=  

− −  

           

 

 ( ) 

4 2 2
1 1 1

4 2 2
1 1 1 1

= ( )( ) ( * )( ) ( * )( ) ( * )( )( )( )

( )( ) ( * )( ) ( * )( ) (

1

* )*
1

( ) .

S S S S C

S S S S

F k y F h y F k l y F h y F l y

F k y F h y F k l y F h l y

    

   





+

+

− −

= − −

 

Do đó 

 ( ) 4 2 2
1 1 1 1

( ) ( ) ( * )( ) ( * )( ) ( * )* ( ) .
1

f y k y h y k l y h l y   


= − +−  

Với kỹ thuật biến đổi tương tự, ta nhận được 

1 3 1 3( ) ( ) ( * )( ) ( * )( ) ( * ) * ( ) .
1

C CF F
g y h y k y h l y k l y

 


     

 
= − −  




+
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Từ ( )k y , ( )h y  và các tích chập trong công thức (22) thuộc ( )L +¡ , ta suy ra , ( )f g L + ¡ . 

Định lý được chứng minh                                                         

4.  KẾT LUẬN 

Trong bài báo này chúng tôi đã xây dựng và nghiên cứu tích chập mới với hàm trọng 

(y) sin ,( 0)y  =   đối với các phép biến đổi tích phân Fourier cosine, Fourier sine. Sau đó 

áp dụng tích chập nhận được để giải một lớp hệ phương trình tích phân kiểu Toeplitz-Hankel. 
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