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Abstract. Vehicle dynamic analysis with random parameters has been a hot research topic for
many years because of its important role in ride comport, vehicle safety, and overall vehicle
performance. This study deal with the response variability in the natural frequency of vehicle
by non-statistic approach. A four degree of freedom car vehicle model is used to study the
vibration response of vehicles with uncertain parameters. The governing equations for the
natural frequency of vehicle are derived from Lagrange equations. The randomness in mass
density and stiffness of springs are assumed to be a Gaussian random variable. Mass matrix
and stiffness matrix can be perturbed with respect to the mean of the system random
variables. The variance of eigenvalue and mean of eigenvalue are obtained by zeroth-order
and first-order of approximated perturbation equation. The stochastic analysis of vehicle
vibration is performed in conjunction with Monte Carlo simulation (MCS) in order to show
the legitimacy of the perturbation solutions. Numerical examples are given in detail. Some
results obtained by the non-statistic approach and those from the Monte Carlo simulation
approach show a good agreement.
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Tom tat. Phan tich dong luc hoc 6 td vai céc thdng s6 ngiu nhién d va dang 1a chu dé duoc
ua thich nhidu nim qua vi n6 c6 vai tro quan trong trong d6 ém diu, an toan 6 t6 va toan bo
tinh nang ctia 6 t6. Nghién ctru nay, phan tich dic trung ngau nhién tan s6 dao dong caa md
hinh 6 t6 bang céach tiép can phi théng ké. Phuong trinh dao dong caa md hinh 6 t6 c6 bon bac
tu do duoc thiét 1ap bang cach st dung phwong trinh Lagrange. M6 hinh bén bac tu do dugc
sir dung dé nghién cau Gng xtr dao dong tu do caa 6 td véi nhiéu bién ngiu nhién. Gia tri
trung binh va phuong sai ctia cac tan so riéng thu duoc boi 161 giai xap xi bac khong va bac
nhét cta phuong trinh dao dong ty do c6 chira bién ngau nhién trong ma tran khéi luong va
ma tran d6 ctring cua hé. Phan tich ngau nhién dao dong ciing sir dung phuwong phap mo phong
Monte Carlo (MCS) dé kiém chiing két qua phuong phap phi théng ké. Nhiing két qua thu
dugc ctia phuwong phép phi thong ké va md phong Monte Carlo hoan toan pha hop.

Tiur khoa: phuong phép phi théng ké, dao dong 6 td, tan sb riéng, md phong Monte Carlo

© 2021 Truong Dai hoc Giao théng vdn tdi

1. PAT VAN PE

Khi 6 td chuyén dong cé rat nhiéu yéu té gay ra dao dong, diéu nay 1am mat tinh an toan
va ém diu cua 6 t6. An toan va ém diu la hai chi tiéu dong luc hoc quan trong, khéng thé tach
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roi va duoc quyét dinh chii yéu bai chat lugng cua hé thong treo. Tuy nhién, qué trinh ché tao
hé théng treo khong thé trach khoi nhing 15i lién quan dén vat liéu va diéu nay sé anh huong
dén co tinh cia hé théng. Nghién ciu sy thay doi cia dao dong 6 td bang viéc gia thiét su
khong chic chan cac bién dau vao nham du doan su sai léch cua tan sé dao dong riéng la hét
sirc can thiét. Hién tai chu dé nghién ctiu trén nhan dwoc sy quan tdm cua nhiéu tac gia trong
va ngoai nudc.

Trudc tién phai ké dén nhiing nghién cau tién dinh vé dao dong riéng cua 6 t ctia cac tac
gia Truong Hoang Tuan, Galal Ali Hassaan va Kuldeep K Jagtap [1-3]. Nhdm cac tac gia va
cong su da nghién ciru tinh toan tan sé dao dong riéng cua 6 t6 cho mo hinh 2D va 3D. Tiép
theo huéng nghién ciu nay, tac gia Nguyén Hitu Hung va cong su [4], Do Xuin Quy va cong
su [5] da sir dung phuong phap Rayleigh va thuc nghiém xac dinh tan s6 dao dong cua dam.
Tat ca cac nghién ciru trén thong sb tinh toan nhu khdi lwong, d6 cing, khéi lugng va do cing
hé théng treo, 16p xe ... dugc gia thiét khong thay di trong qua trinh tinh toan.

Huéng nghién ciru dugc nhiéu tac gia quan tim hon 1a bai toan xéac suét trong tinh toan
dao dong 6 0. Tac gia Kiéu Thé Bac va cong su nghién ctru dao dong ngau nhién trong hé
cap ba dudi kich dong ngau nhién tring [6]. Ciing theo hudng ndy tac gia Nguyén Tién Khiém
nghién ctru dao dong cua hé dan nhét dudi kich dong ngau nhién [7]. Nhitng nghién ciru méi
cong b ciia nhom tac gia Nguyén Van Thuan va Ta Duy Hién thi st dung cac phuong phap
tich phan trong sb, phuwong phap phi thong ké dua trén phuwong phap phan tir hitu han véi gia
thiét cac thong sé vat liéu trong tinh toan ngau nhién dao dong cua két ciu dam 1a cac bién
khong chac chan [8-10]. Cac nghién ctiu trén mac du da dé cap dén yéu tdé khong chic chin
cho bai toan dao dong, tuy nhién ddi twong nghién ciu chu yéu dé cap trong linh vuc xay
dung dan dung.

Gan day cac nha nghién ciru ciing bat dau quan tim dén phan tich dao dong 6 td vai céc
yéu t6 khdng chic chan vé vat liéu. Tac gia Robson va cong su nghién ciu ly thuyét truong
X4C suat véi bién ngau nhién lién quan dén mat duong [11]. Nghién ciau ngiu nhién dao dong
0 t6 vGi md hinh mot phan tu ¢d xét ti cac thong sé vat lidu 1a ngdu nhién dugc dé cap trong
nhirng nghién ctiru cua Semiha Tirkay va Wei Gao [12, 13]. Tac gia Gaurav cung cong su St
dung phuong phap Chaos trong phan tich ngéu nhién dao dong 6 td véi nhiéu tham sé vt ligu
la khdng chic chan [14]. Nghién ciu ngau nhién dao dong 6 t6 cho mé hinh hai bac ty do véi
cac tham s6 ngau nhién lién quan dén mat duong va vat lidu caa hé thdng treo ciing da duoc
dé cap tir rat som trong nhitng nghién cru cia nhom tac gia Dahlberg va Narayanan [15, 16].

Nhiing cdng trinh nghién ctu trén cho thiy chu dé ngau nhién dao dong 6 t6 di va dang
dugc cac nha nghién ctru trong va ngoai nudc quan tam. Mac du thé sé lugng nghién ctu vé
cha dé ngau nhién dao dong 6 td con han ché vé sé lugng va dit biét viéc ap dung phuong
phép phi thong ké (non-statistic approach) véi nhiéu bién khéng chic chan chua dwoc quan
tam nhiéu.

2. XAY DUNG CONG THUC TINH TOAN PAC TRUNG NGAU NHIEN TAN SO
DAO PONG CUA MO HINH O TO

2.1. Phwong trinh dao dfng ciia mé hinh 6 to

Thuc té tinh toan dao dong 6 td duoc gia thiét bang nhiéu loai mé hinh khéac nhau tir mét
phan tr, mot phan hai ¢én mé hinh 3D. Trong nghién ctu ndy nhom tac gia tap trung nghién
ctiru md hinh dao dong 6 td véi bon bac tu do (hinh 1) dugc tham khao trong tai liéu dong luc
hoc 6 t [17].
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Hinh 1. M6 hinh dao dong cua 6 to [17].

Trong bai bao nay nhom tac gia phan tich dao dong tu do véi nhiéu tham sé ngau nhién
dau vao khong xét dén can nhot, & day tinh todn dao dong mot phan hai cua 6 to trong mit
phang, md hinh gia thiét vai cac thong sé va hé toa d6 duoc gisi thiéu nhu hinh 2. Trong do,
khi lugng 6 t6 (M), khéi lugng banh xe trudc va sau (m1, my). Po cing cua hé thong treo cau
trudc va sau (Ksi, Ks2), dd cirng ctia banh xe trudc va sau (Kui, Ku2).

A X
a ai
m, Iy 0
Loc
k k
XZA s2 st A XL
mp may
Ku2 A
V1 A u Ku1 Vi
\ \

Hinh 2. M6 hinh dao dong 6 t6 véi truong hop xét khong c6 can.

Tir mé hinh dao dong 6 t6 gia thiét, xay dung biéu thire dong ning va thé ning cua hé:
1 2 52 52 2
K:E(mx + M +m,x; +1,6°) 1)

1
v :Elikul(xl - yl)z K2 (6 — y2)2:|

)

LM (x—x —a,6)2 +k (x—x, —a,0)’

+ 2 kX =% ~a,0)" +k (x =%, ~2,0)°

Str dung phuong trinh Lagrange ta tim dugc phuong trinh dao dong:
[MI{X}+[K]{Xx} =0 3)
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Trong do:
_ “ _
1%
{X}=
X
L %2
Ma tran khéi luong:
m O O O
0 1 0 O
M]=| . ¢
0 0m O
00 0 m,
Ma tran do cang:
ksl + ksZ azksz - a1k51 _ksl _k52 |
[K] _ azksz - alksl kslal2 + ksZa‘Z2 alksl _azksz
_ksl aiksl ksl + kul 0
L _ksz _azksz 0 ksz + ku2 |

Tan sb dao dong 6 td khi khong xét dén hé sé giam chan s& duogc xac dinh bang cach
giai phuong trinh dac trung dé xac dinh tri riéng.
det([K]-2[M])=0 (4)
Giai phuong trinh 4 ta thu dugc tan s6 dao dong riéng o, = \/Z
Trong nghién ciru nay, phuong trinh (4) 1a phwong trinh chira c&c bién ngau nhién nén
viéc giai sé gap nhi¢u kho khan, phan tiep theo sé trinh bay cach giai phuong trinh nay.
2.2. Tinh toan diic trung ngiu nhién tin sb6 dao dong riéng ciia méd hinh 6 t6
Thuc té tham s6 dau vao cua hé s& c6 cac sai sb nhat dinh do qué trinh ché tao ciing nhur
sai léch vé khi do cac thong s6 nay. Khi c6 so li€u thong ké du 16n thi ching ta c6 thé tinh
todn hoi quy dua ra quy ludt ngau nhién gan ding cua céc thong s6 dau vao. Nghién clru nay
khi chua c6 s6 li¢u thong ke thi do cung cua lo xo, khoi lugng, mé men quan tinh gia thiét la
c4c bién ngiu nhién c6 phan phdi chuan va biéu dién nhu sau:
ksl = ksl (1+ rl)
ke, =k, (1+1,)
ki =k (1+1;)
ki, =Ky, (1+1,)
m =my(1+r,)

,=1,,(1+1)
m =m (1+r,)

()

m, =m,(1+r,)
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Cac glé tI'l tmng bil’lh k311 kSZ’ kul’ ku21 m()’ Iin rn_]_’ m2

Céc bién ngiu nhién r,r,,..I,co dang phan phdi chuan véi gia tri trung binh bang
khong va c6 cac do léch chuan 1a 0,,0,,...,0,. V61 dang biéu dién nhu cong thirc (5) thi hé
s6 bién thién cua cac bién ngiu nhién cta do ctimg cua lo xo, khéi lrong, mé men quén tinh
trong cong thuc (5) chinh la o,,0,,...,0;,.

Céc ma tran d6 ctiing, ma tran khéi lugng, tri riéng, véc to riéng 1a ham sb cua cac bién
ngau nhién va duoc khai trién theo cac bién ngau nhién nhu sau:

7
K(n, b)) =K+ Y K +L
i=1

7
M(r,6,..5)=Mg+ > Mr+L
i=1
7} (6)
A, (0,0,.0) =2 +28—‘ri +L

J
i=1 i
LNG)@
X;(nn,.5) =X +Za—r‘ri +L

i=1 i
Ko, My, 4,0, X ;o 12 gia tri trung binh ctia ma tran d6 ctng, ma tran khi luong, tri riéng, véc
to riéng.

oA, oX

a—’,a—jla dao ham riéng bac nhat ciia ma tran dé cang, ma tran khdi luong, tri
r o

K.,M,,

: g x .04y OX, Ay g
riéng, véc to riéng theo cac bién ngau nhién. Cac dao ham riéng a—'—’ chua biét gia tri
r

va can phai tinh toan.

Thé khai trién & cong thic (6) vao phuong trinh (4), ddng nhat hoa theo cac bién ngau
nhién ta co:

Phuong trinh bac khong:

[Ko = 4oM1X;0 =0 (7
Phuong trinh bac nhat:

oX, o2,
[Ko_ﬂjoMo]?:_[Ki_EMo]on (8)

Giai hé théng hé phuong trinh (7) va (8) cho két qua:

o
o =X LKA, X, ©)

Str dung dang xap xi tuyén tinh cho tan sé riéng, ta c6 cong thirc xac dinh phuong sai cua
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tan sé riéng cho dang riéng thu i:

Var[ o (1, 1,,..1,) | = Var[ A(n,r r)}—ii o4 202 (10)
1’ - 21017 a5, or, j
V6i dang xap xi bac nhat thi gia tri trung binh cua tan sb bang gié tri tan sb nhu bai toan
tién dinh voi cac gia tri dau vao cua bién ngau nhién Ia gia tri trung binh.

2.3. Phuong phiap mé phéng Monte Carlo trong phén tich ngiu nhién

Dé kiém chimg két qua cua tinh toan dic trung ngau nhién cia tin sé dao dong bang cach
tiép can phi théng ké nhu muc 2.2 chung ta sir dung phuong phap mé phong Monte Carlo
[18]. Céc bién ngau nhién s& dugc méd phong 10.000 lan thoéng qua viéc st dung phan mém
Matlab. M&i mét 1an mé phong cac bién ngiu nhién s& giai tinh dugc cac tan s6 dao dong
riéng, tir d6 tinh toan thdng ké duoc dic trung ngu nhién cia tan sd dao dong riéng nhu gia
tri trung binh, d¢ léch chuén. Su bién ddi cua ng'fiu nhién dac trung tan s dao dong dugc danh
gia thong qua cong thirc hé s6 bién thién (COV) nhur sau:

War

CoOV =
| |

(11)

trong do, x4 1a gia tri trung binh, o = War 1a d6 1éch chuan.
3. KET QUA TiNH TOAN
3.1. S6 liéu tinh toan

Mo hinh dao dong 6 t6 nhu hinh 2 véi cac véi cac gia tri trung binh ctia cac tham s6
dau vao nhu bang 1, gid tri st dung tai bang duoc tham khao trong tai li¢u vé dong luc hoc 6
to [17].

Bang 1. S0 li¢u dau vao tinh toan tan s6 dao dong 0 to.

Théng sb Gia tri Pon vi
m 420 kg
mi 53 kg
ma 76 kg
ai 14 m
az 1.47 m

ly 550 Kgm?
Ky 10,000 N/m
Ky, 13,000 N/m
Kuz 20,000 N/m
Kuz 20,000 N/m
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3.2. Két qua tinh toan
Pau tién can tinh toan dao dong riéng 6 t6 véi bai toan tién dinh tmg voi cac gia tri trung

binh cua tham s dau vao. Gia tri tan sé dao dong riéng @, ®,, w,, @, duoc xac dinh trong

bang 1.
Bang 2. Tan sb dao dong tai 4 dang dao dong riéng.
Dang dao dong riéng | Tan sé dao ddng riéng (rad/s)
1 6,70
2 9,19
3 52,99
4 62,96
CAc véc to riéng g voi bon dang dao dong riéng nay:
1 0,332
{u} _|-0,254 {u} | 1,000
1| 0,065 210,052
| 0,039 0,113
[-0,01131 —-0,0061
{u} | -0,0128 {u} | 0,0065
* | 0,0011 ‘| 1,000
1,000 —0,00052

Két qua tinh toan tin sd & bang 2 va dang dao dong riéng hoan toan ding véi két qua
duoc tinh toan trong tai liéu dong luc hoc 0 t0 [17].

Véi bai toan dong luc hoc ngiu nhién, trong nghién ctru nay sé tinh toan do 1éch chuan,
hé s bién thién cta cac tan sd dao dong riéng. Cac tham sd dau vao tinh toan gia dinh véi cac
truong hop khac nhau vé gié tri bién thién cta tham sé dau vao, cu thé nhu hai vi du dudi day.

Vi du I: Khao sat dic trung ngau nhién ciia cac tan sé dao dong riéng voi gia tri bién
thién cta tham sé dau vao gia st nhu trong hai trudng hop:

THL o0,=0,=0,=0,=0,=0,=0,=0,1

(12)
=0, =0,15

TH2: o0,=0,=0,=0, =0, =0,

Khao sat img x1r cua h¢ s6 bién thién tan s dao dong riéng voi cac gia tri do Iéch chuén

dau vao (o =0, =0, =0, =0, =0, =0, =0, ) dugc biéu dién bang hinh 2. Cac gia trj clia
khao sat duoc gia dinh 13 0 =0,05; 0,1; 0,15va o =0,2. Két qua khao sat cho thiy rang hé

s6 bién thién tan sb dao dong dat dugc tir 62% cho dén 70% gia tri d6 léch chuin dau vao.
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0.1

o
“
o

Hé sé bién thién (COV)

0.05

| —=— PP phithongké ;- ® = PP MCS 0=0,2

Dang dao dong riéng
Hinh 3. Hé sd bién thién va d6 1éch chuan.

[ o=0,15
G S M _______
- o=0,1
[ 6=0,05
s —
1 | i | ,
2 3 4

Bang 3 trinh bay két qua tinh toan vdi truong hop cua s6 lidu dau vao nhu trong hai
truong hop gia dinh (12) bang dong thoi hai phuong phap: phuong phap phi thong ké va mo
phong Monte Carlo cho bon dang dao dong rleng Cu thé trong truong hop 1 (TH1) nghién
ctru gia thiét d¢ léch chuan dau vao (o) trong tat ca cac bién ngau nhién dau vao 14 0,1, gia tri
nay 1a 0,15 cho truong hop 2 (TH2). Nghién ctru khao sat cac gia tri trung binh, do lech chuan
va hé s6 bién thién ctia bon tan s6 dao dong riéng dau tién. Két qua, sai so cta phuong phap
phi thong ké va mo phong Monte Carlo phan b tir 0,1% dén 3,21% cho tat ca cac khao sat.

Bang 3. Két qua tinh toan va sai sb.

Gia tri trung binh Do 1éch chuin H¢ s bién thién
Phuong Phwong Phwong | MCS | Sai
Dang dao . . . . . £
dong pha_p Sali pha_p Sai pha.p i)
rién phi MCS i) phi MCS | so phi [9%0]
g thong [%] | thong [%] | thong
ké ké ké
1 TH1 | 6,993 6,986 | 0,10 0,442 | 0,443 10,23 | 0,062 | 0.064 | 0,32
TH2 | 6,993 6,986 | 0,10 0,663 | 0,695 |0.30 | 0,094 | 0,095 | 0.40
) TH1 | 9,194 9,236 | 0,46 0,577 |0,582 | 0.87 | 0,063 | 0.063 | 0.40
TH2 | 9,194 9,313 | 1,29 0,886 |0,899|148 | 0,096 | 0,097 |0.17
3 TH1 | 52,988 | 52,037 | 1,79 3,628 | 3,528 |2.76 | 0,068 | 0.068 | 0.97
TH2 | 52.988 | 52,839 | 0,28 5,042 | 5,070 | 0,56 | 0,095 | 0,096 | 0.83
A TH1 | 62,969 | 63,258 | 0,46 4,345 | 4291|124 | 0,069 | 0,068 | 1.69
TH2 | 62,969 | 63,814 | 1,34 6,518 |6,393 (192 | 0,103 | 0,100 | 3.21
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Vi du 2: Khao sat ddc trung ngau nhién cua céac tan s6 dao dong riéng véi gia tri bién
thién cta tham s ddu vao cua cac khdi lugng va do cimg cua cac 10 xo khéc nhau trong hai
truong hop:
0,=0,=0,=0,=0,05

(TH1)
o, =0,=0,=015
(13)
0,=0,=0,=0,=0,15

(TH2) {

Khao sat sy thay ddi ctua hé sb bién thién khi thay dbi do 1éch chuan dau vao cua bién
khéi lwong va d6 cimg duoc thé hién trén hinh 4. Hai trudng hop d6 1éch chuén ban dau (13)
ctia bién khdi lugng va do cimg duoc khao sat 1a 0,05 va 0,15. Két qua trong trén hinh cho
thdy rang sai s6 16n nhat gitta hai phuong phap phi théng ké va moé phong Monte Carlo trong
truong hop 1 13 4.9% va truong hop 2 13 3.7%. Hé s6 bién thién ¢ truong hop tham sé TH2
nho hon hé sé bién thién & TH1 nhu thé xu huéng dnh huong ciia hé s6 bién thién do clng
dén tan sb riéng 16n hon anh hudng cta hé sé bién thién vé khéi luong.

o, =0, =0,=0,05

0.090 0.090 T

[ - —=— PP phi thong ké TH2
i (THI) [ - e-PPMCS (TH2)

<~0.084 [

= ! R 1

8 R

~— I 5 L

—0078F -

§S %

=

= I

c 0.072 -

B !

o]

() .

9 0.066 |- o

%’ | —=— PP phi thong ké
- - e - PP MCS

0.060 . L : L .
1 2 3 4
Dang dao dong riéng Dang dao dong riéng

Hinh 4. Hé s6 bién thién va su thay doi d6 1éch chuan cta bién khéi lugng va do cing.

4. KET LUAN

Bai béo di trinh bay nghién ctru tinh toan bién thién ciia tin s6 dao dong ngiu nhién cua
mo hinh dao dong 6 t6 mot phan hai khi xét dén cac tham sd ngau nhién ciia hé bang phuong
phap tiép can phi thong ké va phong Monte Carlo. Qua phan tich cho thiy c4c tham sb ngiu
nhién cta hé anh huong nhidu dén hé sé bién thién cia cac tan sb dao dong riéng. Sai sb cua
hai phurong phép tinh déu nhé trong bén dao dong dau tién khing dinh d6 tin cdy ciia phuong
phap tinh toan phi thong ké.

Heé s bién thién ciia tan s6 dao dong riéng nho hon (dat 70%) hé sé bién thién cua cac
tham sb dau vao trong trudng hop tat ca cic tham sd ddu vao c6 ciing hé s bién thién. Didu
d6 cho thay xu hudng giam sy thay do6i cua tan sd so v6i cac tham sé dau vao. Ngoai ra tinh
toan ciing cho thiy hé s6 bién thién cta do ctmg anh huéng nhidu hon dén hé sb bién thién
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cua tan s6 dao dong riéng so vdi hé so bién thién cua tham so veé khoi lugng
LOI CAM ON

Nghién ctru nay dugc tai trg boi Quy Phat trién khoa hoc va cong nghé Quéc gia
(NAFOSTED) trong d¢ tai ma so 107.01-2017.314
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