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Abstract. The present work aims to determine the macroscopic thermal behavior of layered
composites in which the interface between two neighboring layers undulates periodically
along two directions in the plane normal to the layering direction. To overcome the
difficulties arising from the presence of interfacial roughness, a two — scale homogenization
method is proposed in the present work. First, at the mesoscopic scale the rough interface
zone is homogenized as an equivalent interphase by using a numerical method based on the
fast Fourier transform. Then, at the macroscopic scale, the effective thermal conductivity of
the two-layered composite is estimated with the help of the classical homogenization theory
of laminate composite. Finally, results obtained by this method are compared with
corresponding numerical result given by finite element method.
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Tom tat. Nghién ctru nay dugc thuc hién véi muc dich xac dinh tng xu nhiét & cap d6 vi mo
cua vat liéu xép 1op trong d6 mat phan gidi gitra hai lop vat liéu 1a gon song theo chu ky theo
hai phuong trong mat phang vuéng géc véi phuong xép 16p. Bé dong nhat hoa duoc vat lieu
Xep 16p co ké dén tinh nham cua mat phan gidi, phuong phép ddng nhat hoa hai cap do duoc
dé xuat trong nghién ciru nay. Pau tién & cap do meso mién phan gIGI tuan hoan s& dugc dong
nhat thanh maot 16p trong duong bang cach str dung phuong phép so dua trén bién ddi nhanh
Fourier. Sau d6 & cip do vi mo, tinh truyén nhiét co hiéu cua vt ligu tong hop hai 16p s&
duoc x&c nhan bang cach st dung cac ly thuyét c6 dién vé vat lidu xép 1op. Cudi cling cac
két qua nhan dugc bang phuong phap nay sé duoc so sanh véi cac két qua thu duoc boi
phuong phap phan tir hiru han.

Tur khéa: ing xir nhiét vi mo, bién doi nhanh Fourier, vat liéu tong hop xép 16p, phuong
phap dong nhat hoa hai giai doan, mat phan gigi nham.

© 2020 Truong Dai hoc Giao théng vdn tdi

1. PAT VAN PE
Khi nghién ctru céc vat liéu tong hop nhiéu thanh phan, thong thuong mat phan gisi gitra
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céc pha cu thanh nén vat liéu tong hop thuong dugc gia sir 1a tron [1 - 4]. Tuy nhién khi xem
xét & cap do vi mo gia thuyét nay khong con ding nira, ma mat phan gici gitra cic pha s& tro
trén go ghe [5, 6]. Do vay dé xac dinh tinh truyen nhiét c6 hi¢u qua cua vat li¢u téng hop thi
tinh g ghé cua mat phan gidi gitra cac pha cau thanh can phai dugc xem xét.

Trong nganh xady dung cong trinh ndi chung va xay dung cong ,trlnh giao théng noi riéng
vat licu xep 16p la mot loai vat liéu duoc sur dung twong doi pho bien. Khi dugc ap dung vao
céc cong trinh thyc té, nguoi ta xem vat ligu xep 16p 1a dong nhét va chi quan tim dén ang xir
vi mé caa nd. Ung xir nay phu thudc vao nhiéu yéu té nhu cac tinh chét, ty 1é thé tich va phan
bé cua céc vat liéu thanh phan. Ung xi vi mé cua vat lidu xép 16p khi mat phan gioi gitra hai
16p 13 tron nhén c6 thé dugc xac dinh bang nhiéu phuong phap nhu giai tich, phuong phap phan
ta hiru han [1- 4, 7, 8] ... Tuy nhién khi mat phan giéi gitra cac lop la g6 ghé thi cac phuong
phap cb dién néu trén khong con hiru dung nira. Trong nghién ctru nay ta s€ quan tim dén viec
xac dinh tinh cha\t truyén nhiét vi mé cua vat ligu xép 16p co X€ét t6i mat phan gioi gitra hai 16p
vat liéu 1a go ghe (gai): cau tric go ghé c6 dang tru duoc bo tri tuan hoan. D€ dong nhat hoa
duoc vat liéu nay mot mo hinh dong nhat hoa hai cap do (Two scale homogenization method -
TSHM) [5, 6] s& dugc trien khai, & cap do meso (trung binh) mét mo hinh ban giai tich dya trén
bien doi nhanh Fourier [8 - 10] s€ dugc thuc hién dé dong nhat hoa mien phan gisi go ghe, sau
khi mién phan gi¢i go ghe da duoc dong nhat hoa ta coi no la mot 16p twong dwong, lic nay vat
liéu tong hop duoc coi la ba I6p xep chong 1én nhau. O cap do vi mo ta s€ ap dung cac mo hinh
giai tich co dién [1, 3, 4] dé xac dinh tinh truyén nhiét cé hiéu cua vat liéu xép 1op.

2. MO TA BAI TOAN

Vit liéu tong hop dan nhiét Q dugc xem xét & nghién cizu nay bao gom hai vat lisu QW va
Q@ xép chong, mién phan gici go ghe gitra hai l6p vat ligu dugc ki higu 1a w (@ véi chu triic go
ghé dang tru dugc bo tri tuan hoan nhu Hinh 1. Ca hai vat liéu cau thanh nén vat liéu tong hop
déu duoc coi la truyén nhiét dang huéng K® = k;I. Phuong trinh truyén nhiét trong mi pha
thanh phan cua vat li¢u tong hgp dugc miéu ta bai dinh luat Fourier [5, 6]:

q® = K®ve® (1)

Trong d6 ¢V, K® va 8 Ian luot Ia vector dong nhiét, tensor hé s6 dan nhiét va nhiét do

trong tam i vai i =1, 2, 3. Vector mat @6 nhiét dugc dinh nghia bai cong thuc:
e® = -yp® )]

O trang thai on dinh (nhiét do khong ddi theo thoi gian) va khong cé ngudn phét nhiét,
vector dong nhiét @ phai thoa man phwong trinh cn bang ning luong:

V-q¥ =0 ®)

VoI pgi) la nhiét dung riéng cua vt liéu i co don vi 1a J.K-1.m-3 va P 12 ngudn nhiét c6 don
vi W.m-3. Hé s6 dan nhiét cua cac vat liéu trong mién phan gigi w(© duoc biéu dién nhu sau

N
KGO = ) xOOK® +
i=1
trong d6 K(® véi a = 1, 2 1a tensor hé sb dan nhiét caa hai vat liéu cu thanh nén vat liéu téng
hop. x®(x) 1a ham dic trung ctia mdi pha 1(1< i <N) dic trung bai mién QO | ham nay c¢6 dic
diém sau:

N

1-> 40

i=1

K® (4)
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. X ®
(l)x={1neux€Q' 5
) Onéux ¢ QW ®)

_Khi lién két giira cac vat liéu duoc coi 1a hoan hao thi truong nhiét do va thanh phan phép
tuyén cua vector dong nhiét phai lién tuc khi di qua nd, nghia la:

[q-n] =0,[6]=0

Hinh 1. Vt liéu dan nhiét hai pha véi mién phan gidi tru bé tri tuan hoan.

Khi mit phan gigi gitra cc pha 1a hoan hao, & cip do vi m, vector mat do nhiét E va vector
dong nhiét Q duoc xac dinh theo cdng thirc dudi day

1
_1 ) @
E ] ( fnme (x)dx + fn(Z)G (x)dx) (7
Q= ﬁ( aOdx+ [ q® (x)dx) ®)
o@® o®

3. PONG NHAT HOA HAI CAP PQ
3.1.Cép d9 meso — Xac dinh hé s6 din nhiét c6 hiéu ciia mién phén giéi

Ap mot trudng mat do nhiét 1&n 1én mat gisi han dw caa mién phan gidi w©:
0(x)=—-E'Xx, XE w 9)

Trong d6 E 1a hiang s vector mat do nhiét duoc dat tai bién. Quan sat diéu kién bién phuong
trinh (9) va phuong trinh bién dang vi mé (7) c6 thé thy rang gia tri E chinh la gia tri vi mo
cuia vector mat do nhiét. Xét trong mién phan gisi tai mdi mat cat déu 1a vat liéu tuan hoan nén
& day ta chi can nghién citu mot nhan tuan hoan U thay vi nghién cau toan bo mién phan gioi
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v6i nhan tuan hoan U dugc dinh nghia nhu sau:

U={x€ Q-2 < xg Ao —2 <23 < 2} (10)

Véi a = 1,2; 2A,Va 21, 1a kich thuéc cua nhan tuan hoan trong mat phang vudng goc véi
phuong doc truc va h 1a chiéu cao try, kich thuéc nay phai da 16n so véi A,.

O day ta dua ra khai niém “méi trudng dbi chimg” véi tensor dan hdi K@, dong thoi dat
AK = K — K phuong trinh (3) viét lai nhu sau:

V-[(AK + K®)e] =0 (11)
vector mat do nhiét e(x) c6 thé duoc tach thanh hai phan nhu sau

e(x) =E° + e*(x) (12)

trong d6 e*(x) la vector mat d6 nhiét nhidu tuan hoan, truong nhiét do lién hé voi vector mat
do6 nhiét nhi¢u tuan hoan dugc ky hiéu 1a 6*(x) theo phuong trinh (12). Thay phuong trinh (12)
vao (11) ta duogc

V- [KOVo*(x)] +V-1(x) =0 (13)
Vai
7(x) = AK[E® + e*(x)] = [K— K©].e(x) (14)

1a treong phan cuc. Ap dung bién d6i nhanh Fourier cho cac truong nhiét d6, phan cuc va mat
dd nhiét nhu sau:

0°(0 = ) B (e, (0= ) #eE, e =) &Peit  (15)
§ § §

trong phuong trinh (15) ta c6 i = vV—1 1a s6 40, va 8*(§), £(&), &(¥) lan luot 1a cac bién doi

Fourier roi rac cia 8*(x), 7(x), e(x); §=(&,,&,,0) = (7;1—”7;2—” ,O) VGi N1 va N2 = -Nist, - Nksa,
1 2

...,0,1, ..., Nk 1a mot vector s6ng roi rac 2D, tong cua no chinh 12 tat ca cac vector séng roi rac

va bang 2Nk x 2Nk. Thay biéu thirc (15) vao phwong trinh (13) ta c6

Np N
D (660 @+ Y itntn(@e® =0 (16)
§=1 =1
Giai phuong trinh (16) ta dugc:
6°(9) = _EKl—fO)E%(f) (17)

Mt khac ta lai c6 &(§) — E(§) = &*(§) = —i&8* (&) voi
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~ . (Enéué&=0 X
Eg)_Lh@uin dan t6i

&) = E) +TO®O2(® (18)
Vai

] ®

rO@) = S (19)

1a bién d6i Fourier cua toan tir Green cho bai toan nhiét.

Tir cac phuong trinh (4), (14) va (18) truong phan cuc nhiéu trong khong gian Fourier dugc Xac
dinh nhu sau:

N
2@ = (K@ —K®)a@® + (KO - K@) Y [70 « )] (20)
i=1

v6i ky hiéu * 1a tich “convolution” [8] trong khdng gian Fourier , bién d6i Fourier ® (& — &)
cua ham 2@ (x) hay con goi 13 ham hinh dang va kich thuéc cua pha i duoc dua ra & biéu thirc
dudi day

. e~i3-¢)x0 e
)2(1) (§-§&) = T j e~ iE-¢)% 4% (21)
w®
% g . . I} . ~ il ! n,17T néﬂf L5 ol gD
O day, vector séng roi rac &' duoc dinh nghia bai §'=(£1,¢&5,0) = (T,T ,0) Véi ny van,
1 2

= -Nk+1, - Nk+2, ...,0,1, ..., Nk

Trong khéng gian Fourier, vector mat do nhiét c6 dang

N
e=E+TO® (K(Z) _ K(O)): é+ [K(l) — K(Z)] Z)g(i) * é} (22)

=1

Tuong (tng véi do, vector dong nhiét trong khdng gian Fourier sé nhan dugc thdng qua quan hé

(2):
N
4(6) = KDe@ + (KW - K®) ) [30 + &) (23)

Dé xac dinh trudng nghiém cia nhiét do 6 , ta s& giai phwong trinh (22) trong khong gian
Fourier theo thuat toan sau:

e Taivong lap dau tién i = 1 ta gan:

&'(9) =E), (24)
N
9@ = K@&' () + (KO - K?) Y [30 &)@ (25)
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e Vonglapi+1:
Véi cac gia tri el (§), q'(§) 1a da biét,

N
&t = £+ 1O (§) {(K(z) — K©®): i 4 [K® — K@] Z)g(i) * éi} (26)

i=1

N
ﬁ”l(f) _ K(Z)éi"'l(f) + (K(l) _ K(Z))Z[)'(*(i) % éi+1](§-) (27)
i=1

Kiém tra do hoi tu
- Vong lap sé dung lai khi _ _
@' -a '@ <
ICHEII!

Véi & 1a d6 chénh léch giita budc tinh lién tiép thiri va i -1, két qua tha i dugc chap nhan khi &
da nho. Trong nghién ciru nay ta chon 6 ¢6 gia tri 1a 0.0001.

B (28)

Nho viéc ap dung bién d6i nhanh Fourier thi mién phan giéi go ghé tuan hoan gitra hai 16p
vat ligu da dugc dong nhét hoa thanh mot lop twong duong véi hé sb dan nhiét la K . Tir day
ta coi vat liéu tong hop duoc cau thanh bai 3 16p vat liéu xép chong 1én nhau theo phuong z.
3.2.Cap @6 vi md — Xac dinh hé sé dan nhiét cd hiéu caa vat liéu tong hop

Vit lidu téng hop véi ba 16p vat lisu xép chdng 1&n nhau c6 hé sb dan nhiét lan luot 1a KD,
K©,K® theo chiéu tir dudi 1én trén. Trong d6 K(© 13 hé sé dan nhiét caa mién phan gioi da
xéac dinh duoc ¢ myc 3.1. Ap dung Iy thuyét giai tich dong nhat hoé c6 dién cua vat liéu dan
nhiét xép 16p. Nghiém giai tich cac phan tir ciia tensor hé sb truyén nhiét ¢ hiéu bac hai cua
vat liéu tong hop dugc dua ra dudi day [1, 4, 6]

K33 = (K33 ™! (29)

K3, = (Kz2) + (Kp3K33' V(K33 ) ™ — (K35K33! (30)

Kiy = (K1) + (Ki3K33' ) (K33 ™ — (Kf5K33h) (31)

K1y = (Ki2) + (K13K33' MK33) T (K33' K23) — (K13K35' Ka3) (32)
Ki3 = (KisKa3 K5 ™ (33)

K33 = (K33 ) " (K33'K23) (34)

vé6i ky kiéu (m) thé hién trung binh theo thé tich caa cac pha cau thanh nén vat liéu tong hop,
cu thé:

(m) 81 f-dﬁ(”%c J-clw@m2 j-dﬁ@ (35)

5, 4+06.+6
PH%e T2\ s w© 0@
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4.ViDU SO

Dé minh hoa cho cac ket qua thu duoc tir phuong phap ddng nhat hoa hai cap do. O day
ta nghién ctu mot Vat lidu tong hop hai pha, cac pha nay déu c6 co tinh chat dan nhiét diang
hudng. Ten xo hé s6 dan nhiét cua cac pha 1 va 2 lan luot duge chon nhu sau: KO = k41,
K® = k,I, trong d6 ki = 5, ko = 1. Chiéu day ving chuyén tiép duoc cb dinh 8, = 1, Chiéu
cao cua hai l6p trén va duéi la nhu nhau chon 6; = &, = 10.

Trong mién phéan gioi ta cho ty 16 thé tich cua pha 1 thay d6i 1an luot 13 10, 20, 30, 40 va
50% so v6i thé tich toan mién. Céc két qua thu duoc tir phuong phap ddng nhat hod hai cip do
(TSHM) dugc so sanh voi cac két qua tinh theo phuong phéap phan tir hiru han (FEM) duoc liét
ké & Bang 1 dong thoi dugc thé hién & Hinh 2 va Hinh 3 dudi day.

Bang 1. Gia tri két qua cac hé s6 dan nhiét vi mé cua vat liéu tong hop theo ty I¢ thé tich pha 1.

Ty 1¢ thé tich 10 20 30 40 50
pha 1 (%)

KI$HM 2,9127 2,9222 2,9331 2,9456 2,9602

KEEM 2,9117 2,9197 2,929 2,9401 2,9537

KISHM 1,6474 1,6673 1,6813 1,6919 1,7002

KEEM 1,6517 1,6726 1,6861 1,6956 1,7027

2.97

KTSHM

hop

ong

2

2.96

n
©
o

cla vat liéu t

eff
22

K

eff_

117
n
©
S

2.93

2.92

Hé s& dan nhiét ¢ hiéu K

291 | 1 | | 1 | |
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Ty lé thé tich cGia pha 1 trong mién phan gigi

Hinh 2. Anh huéng cta ty 1¢ pha 1 trong mién phén gidi toi K] f = =K, f T ctia Vit liéu tong hop.
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1.71 St T T T T T T
K33

1.7

ong

2

1.69

cla vat liéu t
o))
(o]

eff
33

1.67

dan nhiét K

1.66

éso

H

9
1.65

1 .64 1 1 1 1 1 1
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Ty 1& thé tich clia pha 1 trong mién phan gidi

Hinh 3. Anh huong cua ty 1¢ pha 1 trong mién phan gi6i téi Kg T cia vt liéu tong hop.

Quan sat cac két qua thu duoc boi phuong phap dong nhat hoa hai cip do véi két qua thu
dugc tir phuong phap phan tir hitu han cho thdy cac két qua gan nhu tring khit cho thdy tinh
kha dung cua phuong phap TSHM.

Khi ta ap mot gradient nhiét do don vi theo phuong z (V6 = 1). Cit vat lidu tong hop boi
mot mit cat nhu Hinh 4, dai nhiét phén b trén mit cit nay duoc trinh bay & hinh 5 dudi day.
Bién thién nhiét 46 theo phuong z thé hién ¢ Hinh 6. Theo phuong nay sy truyén nhiét khong
con 14 tuyén tinh nita ma 14 phi tuyén do ¢6 anh huéng ctia mién phan gidi.

Surface: Temperature (K)

20

18

16

144

10F

b B ’ ; 10 -
Hinh 4. Mat cit S. Hinh 5. Biéu db phan bé truong nhiét do cua mit Sy.
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Line Graph: Temperature (K)

Temperature (K)

0 5 10 15 20
Arc length

Hinh 6. Bién thién nhiét d6 doc theo mat cét S1.

Tuong tu ta ap mot gradient nhiét d§ don vi theo phuong x (hoac y). Cit vat liéu téng hop
b&i mit cit S2 qua mién phan giéi nhu Hinh 7. Biéu d6 trudng nhiét qua mat cit S2 duogc thé
hién & Hinh 8. Bién thién nhiét do khi di qua duong thudc S2 cho thdy dnh huong ciia mit phan
gidi t6i su truyén nhiét duge mo ta nhy Hinh 9.

Surface: Temperature (K) Surface: Temperature (K)
i T T v T - v
0 0
3.5¢
3r 0.5 0.5
2.5¢
2l 1 1
L5 1.5 1.5
1+
0.5 2 2
it 0
-2.5 -2.5
0.5
-1t 3 -3
1.5F
-3.5 -3.5
2
-2.5}F 4 4
-3+
4.5 4.5
3.5F
“[ A 5 5
0 x: 2 3 4 5 6 m
Hinh 7. Mat cat S2. Hinh 8. Biéu d6 phan bo nhiét trén mat S2.
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Line Graph: Temperature (K] Line Graph: Temperature (K] o
[}
J\\\
\\
1k N
\\
\\\\
\\.
\\\\
Z 2 ™
o "
5 ™
£ .
© \
[=
E .,
i
= 3| \
oY
‘\\\\
\\\
4t \
\\
\\.
S5h 1 1 1 1 \\\1—
0 1 2 3 4 5

Arc length

Hinh 9. Bién thién nhiét do theo mit cat S2.

Quan sét cac két qua thé hién ¢ hinh 8 va 9 cho thay nhiét d6 khi chay qua mién phan giéi
tai mit cat di qua mién theo phuong X hodc y sé& bi gay nhiéu do anh huéng ctia mién phan gidi
chtr khong con 1a tuyén tinh nita, sy nhidu ndy ciing 1a tudn hoan. Khi mit cat khong di qua

mién phéan gi6i thi nhiét 46 van 1a tuyén tinh do khong c6 anh huéng ctia mién phan gidi.
5. KET LUAN

Ung xtr nhiét vi mo cta vat liéu tong hop hoan toan c6 thé xac dinh duoc bang phuong
phap dong nhéat ho giai tich hai cip d6 TSHM da trinh bay trong nghién ctru, O cap do tha
nhit — cap d6 meso, mién phan gidi v6i cau triac gd ghé tuan hoan da dugc dong nhat hoa dya
trén cac bién ddi nhanh Fourier va mién nay dugc thay thé bang mot mién dong nhat tuong
duong. O cap do vi mé, vat liéu tong hop khao sat duoc coi nhu tré thanh vat liéu xép 16p thuan
tuy. Do d6, ta hoan toan c6 thé ap dung phuong phap dong nhét hoa vat liéu xép 16p dé xac
dinh tensor hé s6 dan nhiét c6 hidu cuia vét lidu xép 16p. Cac két qua giai tich ciia phuong phap
dong nhét hoa hai cip do da dugc so sanh v6i phuong phap phan tir hiru han va di khang dinh
tinh phu hop ctia phuong phép.

Céc két qua thu dugc ciing chi ra ring mit phéan gidi s& anh huong dén dac tinh tuyén nhiét
cta vat liéu, cu thé theo phuong x3 su truyén nhi¢t khong con la déng hudng tai moi mat cit.

Trong mit phang x10xz vat liéu van 14 truyén nhiét dang hudng khi n6 khong di qua mién phan
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gi6i. Tuy nhién khi mat cit di qua mién phén giéi n6 s& khong con 1a dang hudng nira ma s& bi
nhiéu loan tudn hoan theo cach bd tri vat liéu tai mién phan gioi.
Cac két qua nghién ctru ndy c6 thé duge mo rong cho cac tng xir khac cua vat liéu nhu dan
hoi, dan déo, dan nhdt. Mién phéan gidi cé thé ¢ ciu tao khac nhu ring cua, phan bd ngau

nhién...
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