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Abstract.  In this study, effects of aspect ratio (l/d – length/diameter) and volume fraction 

(Vf) of steel fiber on the effective elasticity properties of fiber reinforced composite (FRC) 

were investigated by the homogenization schema proposed by Mori - Tanaka based on 

Eshelby's solution for elliptical inclusions for a random fiber – orientation distribution. For 

this purpose, straight fibers (cylindrical fibers) with three different l/d ratio of 1.1; 5, 10, 30, 

50, and 100 were used. Seven fiber volume fractions were added to concrete mixes at 1; 5; 10; 

20 and 30% by volume of fiber reinforced composite. Analytical results obtained by Mori- 

Tanaka approach are compared with the Voigt and Reuss Limits to prove the utility of model. 
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Tóm tắt. Trong nghiên cứu này, ảnh hưởng của tỷ lệ kích thước (l/d – chiều dài/đường kính 

sợi) và tỷ lệ thể tích (Vf) của cốt sợi phân tán đến tính chất đàn hồi tổng thể của composite gia 

cường cốt sợi (FRC) sẽ được mô phỏng bằng một mô hình đồng nhất hoá vật liệu được đề 

xuất bởi Mori - Tanaka dựa trên nghiệm của bài toán Eshelby cho hạt hình elip tròn xoay khi 

phân bố và hướng của sợi là ngẫu nhiên. Cụ thể sẽ mô hình sẽ được áp dụng để tính cho 

trường hợp sợi có dạng trụ trơn thẳng với các tỷ lệ l/d lần lượt là 1.1; 5, 10, 30, 50, và 100. 

Năm hàm lượng sợi tính theo tỷ lệ thể tích khác nhau là 1; 5; 10; 20 và 30% sẽ được đưa vào 

tính toán. Kết quả giải tích thu được bằng các mô hình đồng nhất hoá sẽ được so sánh với các 

biên Voigt- Reuss để chứng minh tính khả dụng của mô hình. 

 

 Từ khóa: Đồng nhất hoá, Mô hình Mori – Tanaka, tỷ lệ kích thước, tensor đàn hồi, 

composite gia cường cốt sợi. 

© 2020 Trường Đại học Giao thông vận tải 

1. ĐẶT VẤN ĐỀ  

Vật liệu Composite gia cường cốt sợi (FRC) là một loại vật liệu tiên tiến được áp dụng 

ngày càng rộng rãi do nó tận dụng được ưu điểm của pha nền và pha cốt sợi đồng thời khắc 

phục nhược điểm của từng thành phần. Trong ngành xây dựng nói chung và xây dựng công 
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trình giao thông nói riêng vật liệu Composite gia cường cốt sợi được sử dụng phổ biến nhất là  

bê tông xi măng gia cường cốt sợi phân tán (cốt sợi thép, sợi thuỷ tinh, sợi PP…) do nó có 

nhiều ưu điểm như cường độ chịu kéo uốn cao, cải thiện được các đặc tính cơ học như khả 

năng chống mài mòn, va chạm… so với bê tông truyền thống [1, 2, 3, 4]. 

Các nghiên cứu thực nghiệm trên thế giới cũng như tại Việt Nam đã cho nhiều kết quả 

về ảnh hưởng của thể tích cũng như tỷ lệ kích thước sợi đến cường độ chịu nén, kéo khi uốn 

cũng như các đặc tính cơ học khác của Composite gia cường cốt sợi nhằm xác định tỷ lệ thể 

tích cũng như tỷ lệ kích thước sợi phù hợp [1, 3, 4]. Bên cạnh các phương pháp thực nghiệm 

truyền thống, tensor đàn hồi có hiệu của FRC có thể được dự đoán được thông qua Mô phỏng 

bằng phương pháp đồng nhất hoá vật liệu dựa trên nghiệm của bài toán Eshelby cho pha hạt 

có dạng hình elip tròn xoay [5, 8, 10, 11, 13] với cốt sợi được phân bố ngẫu nhiên trong 

không gian [11, 12]. Phương pháp đồng nhất hoá vật liệu với mô hình Mori – Tanaka [6, 9, 

12] sẽ được áp dụng để dự đoán tensor đàn hồi có hiệu của FRC với các hàm lượng sợi lần 

lượt là  1; 5; 10; 20; và 30 % với các tỷ lệ kích thước lần lượt là 1.1; 5; 10; 30; 50 và 100. Các 

kết quả giải tích thu được bằng mô hình Mori Tanaka sẽ được so sánh với biên Voigt – Reuss 

[13, 14, 17, 18]. 

Báo cáo được trình bày thành 4 phần, trong đó phần 2 dùng để miêu tả các thông số đầu 

vào cũng như điều kiện biên của bài toán. Phần 3 của bài báo trình bày các kết quả số thu 

được từ phương pháp đồng nhất hoá và các giới hạn Voigt - Reuss. Phần 4 sẽ đưa ra một số 

kết luận và kiến nghị. 

 

2. CỐT SỢI PHÂN TÁN NGẪU NHIÊN – MÔ HÌNH ĐỒNG NHẤT HOÁ VẬT LIỆU 

2.1. Nghiệm của bài toán Eshelby cho hình elip tròn xoay 

Cốt sợi được mô phỏng có dạng cầu dài (oblate spheroid) với phương trình toán học được 

mô tả như sau [5, 9, 13]: 

                                                                     (1) 

 

Hình 1. Phân bố của sợi gia cường trong không gian. 

Với c là chiều dài bán trục theo phương x3 (c = l\2), và a là chiều dài bán trục theo 

phương x1 và x2 (a = d/2) của hạt elip tròn xoay. Công thức giải tích của tensor Eshelby cho 
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pha hạt có dạng elip tròn xoay được trình bày như trong công bố của Eshelby. Khi pha hạt có 

dạng phỏng cầu dài với tỷ lệ kích thước là p  = c/a = l/d (trong trường hợp đặc biệt c tiến tới 

vô hạn thì pha hạt sẽ có dạng trụ hoàn hảo) thì các thành phần khác không của tensor Eshelby 

[6] (Sijkl với 81 phần tử) như sau: 

                                                            (2) 

                                                               (3) 

                                                                    (4) 

                                                                     (5) 

                                                                     (6) 

                                   (7) 

                           (8) 

                           (9) 

Với  

 

 

 

 

 

Trong trường hợp tổng quát khi cốt sợi bố trí ngẫu nhiên trong không gian, ma trận 

chuyển toạ độ sẽ có dạng tổng quát [7, 10, 12] 

 

  (10) 
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Hình 2. Cốt sợi phân bố ngẫu nhiên trong vật liệu composite. 

Công thức chuyển cơ sở của tensor bậc 4 trong không gian [13] viết dưới dạng chỉ số 

tổng quát như sau: 

                                                  (11) 

Với  là tensor đàn hồi bậc 4 trong hệ toạ độ gốc, và  là tensor đàn hồi bậc 4 trong hệ toạ độ 

mới, các giá trị i, j, k, l, m, n, o, p ,q nhận các giá trị từ 1 đến 3 tương ứng với ba chiều không 

gian.                                 

2.2. Đồng nhất hoá vật liệu FRC – Mô hình Mori -Tanaka 

Xét một vật liệu Composite gia cường cốt sợi với pha nền là (1), pha sợi là (2) có 

dạng hình trụ thẳng với đường kính mặt cắt là d và chiều dài sợi là l xem Hình 2. 

Các vật liệu cấu thành FRC được giả sử là đàn hồi tuyến tính và đồng nhất trong từng 

thành phần. Định luật Hooke tổng quát [7, 10, 11] được viết như sau: 

                                                    (12) 

với ,  lần lượt là tensor biến dạng và tensor ứng suất trong vật liệu  tại tọa độ 

x,  là tensor đàn hồi (tensor độ cứng) bậc 4 của vật liệu . Khi các vật liệu là đàn hồi 

đẳng hướng thì tensor đàn hồi chỉ phụ thuộc vào mô đun đàn hồi E và hệ số poisson của vật 

liệu [15]. 

Mô hình Mori- Tanaka được thiết lập để xác định các tensor định vị biến dạng cho 

phép xác định biến dạng tại các điểm trong các pha cấu thành của Composite khi biết biến 

dạng hoặc ứng suất tại biên của Composite. Giả sử rằng FRC chịu một biến dạng tại biên 

bằng với biến dạng trung bình trong pha nền [13]: 

                                                                   (13) 

biến dạng trung bình trong pha cốt được tính như sau 

                                                 (14) 

với E là biến dạng vĩ mô của composite,   là tensor Hill bậc 4 [5, 13].  
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                                                              (15) 

trong đó  là tensor Eshelby bậc 4 [5] với nguyên lý chung của Eshelby đó là cho phép xác 

định một biến dạng (ứng suất) tại mọi điểm trong các pha khi biết biến dạng hoặc/và ứng suất 

tại biên của vật liệu, tensor Eshelby này phụ thuộc vào hình dạng, hướng của pha hạt và tính 

chất của pha nền.  

Từ các phương trình (13), (14) và (15) ta có 

                                       (16) 

Từ phương trình (16)  đối chiếu [13], tensor định vị biến dạng của pha nền sẽ là: 

                                         (17) 

Mặt khác ta lại có  

                                                  (18)         

                                                                         (19) 

Kết hợp (18) và (19) ta rút ra tensor định vị biến dạng của pha cốt 

                                                    (20) 

Phép đồng nhất hoá vật liệu nhiều pha với pha hạt gia cường pha nền có công thức giải tích 

như sau [13] 

                                                                 (21) 

ở đây vật liệu composite bao gồm hay pha nền n = 2. 

Mặt khác do hạt phân bố là ngẫu nhiên nên tensor Eshelby ở công thức (14) sẽ được 

tính là trung bình của tất cả các tensor Eshelby đó xoay theo mọi hướng trong không gian 3D 

và nó được chứng minh [9, 11, 12] có giá trị như sau:  

 

                                 (22) 
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Công thức giải tích (21) đưa ra bởi mô hình Mori-Tanaka cho thấy ảnh hưởng của hàm 

lượng thể tích pha sợi ( ) đến tính chất đàn hồi có hiệu của FRC, các công thức giải tích từ 

(2) đến (9) của các thành phần tensor Eshelby và các công thức (15), (20) và (21) cho thấy 

ảnh hưởng của tỷ lệ kích thước p của cốt sợi  đến tensor đàn hồi có hiệu của FRC. 

Các kết quả tính toán bởi mô hình sẽ được so sánh với các biên Voigt – Reuss được xây 

dựng dựa trên các phép toán biến phân sử dụng các nguyên lý về năng lượng cực tiểu và năng 

lược bù cực tiểu [17, 18] với tensor đàn hồi được trình bày ở các công thức dưới đây: 

 

 
                                                               

 

3. KẾT QUẢ VÀ NHẬN XÉT 

Để minh họa các kết quả giải tích thu được bằng phương pháp đồng nhất hoá sử dụng mô 

hình Mori-Tanaka ta xét trường hợp vật liệu composite gồm hai pha đàn hồi đẳng hướng với 

pha nền có mô đun đàn hồi là 20 GPa, hệ số poisson 0.2. Cốt sợi có mô đun đàn hồi 200 GPa 

và hệ số poisson 0.3. Do tính khả dụng của mô hình Mori – Tanaka khuyến cáo tỷ lệ thể tích 

sợi là dưới 40% theo [13], trong nghiên cứu này ta chọn tỷ lệ thể tích của cốt sợi lấy các giá 

trị 1%; 5%; 10%; 20 % và 30%. Hệ số kích thước sợi lần lượt là 1.1; 5; 10; 30; 50; 100. Mô 

hình Mori – Tanaka sẽ được áp đụng tính cho hai trường hợp cốt sợi phân bố ngẫu nhiên và 

cốt sợi phân bố theo phương x3 để nghiên cứu ảnh hưởng của hệ số p và tỷ lệ thể tích đến các 

đặc trưng đàn hồi của hiệu của FRC. Các kết quả của mô hình được thể hiện từ Hình 3 đến 

Hình 8 dưới đây.  

  

Hình 3. Ảnh hưởng của hàm lượng sợi đến mô 

đun đàn hồi có hiệu của FRC – Sợi phân bố ngẫu 

nhiên. 

Hình 4. Ảnh hưởng của p đến mô đun đàn hồi có 

hiệu của FRC – Sợi phân bố ngẫu nhiên. 
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Hình 5. Ảnh hưởng của hàm lượng sợi đến thành 

phần E1 có hiệu của FRC – Sợi phân bố theo 

hướng x3. 

Hình 6. Ảnh hưởng của hàm lượng sợi đến thành 

phần E3 có hiệu của FRC – Sợi phân bố theo 

hướng x3. 

 

  

Hình 7. Ảnh hưởng p đến thành phần E11 = E22 

có hiệu của FRC – Sợi phân bố theo hướng x3. 
Hình 8. Ảnh hưởng p đến thành phần E3 có hiệu 

của FRC – Sợi phân bố theo hướng x3. 

 

Kết quả thể hình ở Hình 3 cho thấy trong trường hợp cốt sợi phân bố ngẫu nhiên 

không gian nghiên cứu lý thuyết và thực nghiệm đã chỉ ra rằng khi các vật liệu cấu thành nên 

composite là đẳng hướng thì ứng xử của vật liệu composite cũng là đẳng hướng và nó hoàn 

toàn không phụ thuộc vào tỷ lệ l/d và cũng là kết luận của [10]. Đối với trường hợp này ta sẽ 

so sánh các kết quả đưa ra bởi mô hình với các biên Voigt – Reuss và một số kết quả thực 

nghiệm đối với vật liệu  Aluminum (EAl = 70 Gpa, Al = 0.34) được gia cường bởi SiC (ESiC = 

415 Gpa, SiC = 0.16) [19 - 21] ở hình 9 dưới đây. Các kết quả mô phỏng bởi mô hình khá 

tương thích với các kết quả thí nghiệm thu được cho thấy tính khả dụng của mô hình khi hàm 

lượng cốt sợi dưới 40%.  
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Hình 9. Ảnh hưởng của hàm lượng SiC đến mô đun đàn hồi có hiệu của AlSiC –trường hợp  

SiC phân bố ngẫu nhiên. 

 

Khi cốt sợi phân bố có định hướng ở nghiên cứu này ta cho cốt sợi chạy dọc theo 

phương x3 (trục của sợi trùng với phương x3 hay nói cách khác trục của sợi vuông góc với 

phương x1 và x2) thì vật liệu tổng hợp có ứng xử đàn hồi đẳng hướng ngang với trục đối xứng 

là x3. Các kết quả mô phỏng được thể hiện ở các Hình 5 và 6 cho thấy khi hàm lượng cốt sợi 

tăng thì mô đun đàn hồi có hiệu của FRC là có xu hướng tăng, các kết quả giải tích nằm hoàn 

toàn trong giới hạn Voigt – Reuss [13, 16] cho thấy tính khả dụng của mô hình. Trong trường 

hợp  này khi p càng tăng thì E có hiệu theo phương x1 và x2 càng giảm nhưng mức độ giảm 

không đáng kể và có thể coi như không ảnh hưởng đến E theo các phương này theo Hình 7. 

Ngược lại giá trị p ảnh hưởng khá lớn đến E có hiệu theo phương x3 thể hiện ở Hình 8, các kết 

quả mô phỏng cũng chỉ ra rằng khi p lớn hơn 30 thì việc gia tăng chiều dài sợi gần như không 

ảnh hưởng gì đến khả năng cải thiện mô đun đàn hồi có hiệu theo phương x3 của FRC. 

 Kết quả giải tích biểu thị trên Hình 4 cho thấy trong trường hợp cốt sợi phân bố ngẫu 

nhiên thì khi p tăng thì mô đun đàn hồi có hiệu càng giảm và đi gần như không đổi khi p  5. 

Tuy nhiên mức độ thay đổi không đáng kể để có thể kết luận trong trường hợp phân bố ngẫu 

nhiên p không ảnh hưởng tới mô đun đàn hồi có hiệu của FRC. 

  

4. KẾT LUẬN 

Nghiên cứu này đã trình bày phương pháp đồng nhất hoá sử dụng mô hình Mori - 

Tanaka nhằm xác định tính chất đàn hồi có hiệu của vật liệu composite gia cường cốt sợi có 

kể đến ảnh hưởng của tỷ lệ kích thước và hàm lượng của cốt sợi cho các trường hợp cốt sợi 

phân tán ngẫu nhiên và có định hướng.  

Trong trường hợp sợi phân tán ngẫu nhiên các kết quả thu được từ mô hình giải tích đã 

được so sánh với một số kết quả thực nghiệm của vật liệu AlSiC khi nghiên cứu ảnh hưởng 

của hàm lượng cốt SiC đến tính chất đàn hồi có hiệu của vật liệu tổng hợp. Nghiên cứu đã cho 

thấy các kết quả thu được từ mô hình khá sát với các kết quả thực nghiệm đồng thời nằm 

trong biên Voigt – Reuss. Các kết quả giải tích cũng như thực nghiệm đã chứng minh rằng khi 

các vật liệu cấu thành là đàn hồi đẳng hướng thì vật liệu tổng hợp đó cũng có ứng xử là đàn 

hồi đẳng hướng với mọi tỷ lệ kích thước.  

Mô hình tính toán đã chỉ ra rằng khi sợi được phân tán có định hướng thì ứng xử của 
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vật liệu tổng hợp sẽ là đẳng hướng ngang, khi tỷ lệ kích thước càng lớn mô đun đàn hồi theo 

hướng sợi (E3) sẽ càng tăng. Tuy nhiên khi tỷ lệ kích thước p đạt trên 30 thì E3 sẽ hầu như 

không tăng nữa điều này cho phép đưa ra các khuyến cáo khi lựa chọn tỷ lệ kích thước sợi 

trong nghiên cứu chế tạo FRC nhằm hài hoà giữa mô đun đàn hồi đạt được và thuận lợi trong 

việc chế tạo FRC. 

Trong trường hợp cốt sợi phân bố ngẫu nhiên các kết quả mô phỏng cho thấy tỷ lệ 

kích thước sợi gần như không ảnh hưởng đến mô đun đàn hồi.  Nhận định này này cũng tương 

tự đối với mô đun đàn hồi theo phương vuông góc trong trường hợp cốt sợi được phân bố 

theo định hướng. Tuy nhiên kết luận này cần được kiểm chứng dựa trên các thí nghiệm thực 

tế và tính toán lý thuyết bổ sung. Đây cũng chính là điểm hạn chế trong trong khuôn khổ bài 

báo. Điều này cũng mở ra một yêu cầu nghiên cứu tiếp theo cho tác giả trong thời gian sắp 

tới. 
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