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Abstract. The potential equation such as Poisson and Laplace, describes the behavior of
many varied physical situations. The boundary element method has been used successfully to
determinate accurate solutions of this potential problem. The basic of this method is the
expression of the solution in terms of the boundary values by applying Green’s identity and its
fundamental solution. However, one difficulty that arises in the boundary element method is
the treatment of kernel singularities appear in integrals. This work presents an improved
technique for the evaluation of singular values that appear in the solution of two-dimensional
Darcy’s flow through porous media using the boundary element method. In this case study,
the singularities are removed by employing a finite difference scheme and an analytical
integration scheme. The comparative results of the velocity and pressure fields of Darcy’s
flow determined by the present method and the finite element method showed the accuracy as
well as efficiency of the proposal approach.
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Tém tit. Phuong trinh thé ning nhu phuong trinh Poisson va Laplace miéu ta tmg xir clia
mot vai hién tuong vat 1y khac nhau. Phuong phap phan tir bién di dugc sir dung thanh cong
dé x4c dinh nghiém chinh x4c cia bai toan thé ning. Co s cuia phuong phap nay 1a biéu dién
nghiém dudi dang ham cua cac gia tri bién bang cach 4p dung dong nhit thirc Green va
nghiém sb co ban cia n6. Tuy nhién kho khin nay sinh trong phuong phap phan tir bién 1a
viéc xur Iy cac nhan suy bién xuat hién trong cac biéu thire tich phan. Nghién ctru nay gioi
thiéu k¥ thudt cai tién dé xac dinh céc gia tri suy bién xuét hién trong truong nghiém cua dong
chay Darcy hai chidu qua moi truong vét liéu rong. Trong bai toan nay, su suy bién duoc loai
b6 bang cach img dung so dd sai phan hitu han va giai tich tich phan. Két qua so sanh cho
trudng van tbc va 4p suét cua dong chay Darcy xac dinh bang phuong phap nay va bang
phuong phap phan tir hitu han cho thy sy chinh x4c va hiéu qua ctua phuong phap dé xuit.

Tir khéa: suy bién, phuong phép phan tir bién, phuong trinh thé ning, dong chay Darcy.
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1. PAT VAN PE

Nhimg vat liéu nhu dat, cat, d4, bé tong, bé tong nhya va cac vt liéu téng hop khac
dugc st dung trong linh vyc xay dung noi chung va nganh ky thuét xay dung cong trinh giao
thong noi riéng duge xac dinh 1a loai vat ligu rong. Trong d6 dac tinh thim 1a mot trong
nhiing tinh chat quan trong can duoc phén tich mét cach chi tiét khi nghién ctru, ing dung
loai vat liéu nay. Dé phan tich, nim bét dugc tinh chat do, cac nha nghlen ctru st dung nhiéu
phuong phap nhu thye nghiém, giai tich va m6 phong sO. Ban chat cta viéc phan tich bai toan
thdm 1a tim 10i gidi cho trudng van tdc va ap suat thoa min phuong trinh Darcy biéu dién
dudi day

a(k) = —%Vﬁ(ﬁ) ((E e, (1)

trong d6 @, p 14 trudng vén tde va ap suat tai diém (£, ) thudc mién vit liéu rong dang xem
xét Q. K,u lan luot 1a do thAm cua vat liéu r5ng va hé s6 nhot dong luc hoc cua chét long
chay trong 16 réng. V 1a toan tir gradient.

Nhimng nim gan day, su phat trién bung nd cua khoa hoc may tinh da hd trg manh mé
cho cac phuong phap mo phong s6. Mot trong nhimg phuong phap mé phong s6 t6 ra hitu
hiéu cho bai toan tham cia vat liéu réng 1a phuong phap phan tir bién. C6 thé ké ra sau day
mot s6 nghién ctru vé dic tinh thAm co sir dung phuong phap phan tir bién nhu nghién ciru cua
Arcila va cong sy nam 2016, 2018 [1,2], cia Teimoori va cong sy nam 2005 [3], cua
Onyejekwe nam 1998 [4]. Trong phuong phap phan tir bién danh cho bai toan Darcy, truong
nghiém gom &p suét va van toc duogc biéu dién dudi dang ham tich phén cua cac gia tri trén
bién chua biét, bao gdm 4p suat va dao ham ciia né theo phuong phap tuyen véi bién. Cac gia
tri bién ndy phai dugc xac dinh bing cach giai mot hé phuong trinh tuyen tinh dugc xay dung
trén co s& cac didu kién bién cua bai toan Darcy. Sau khi c6 dugc cac gia tri bién, ap suét va
van toc cta dong chay Darcy tai moi noi trén mién tinh toan dugc xac dinh thong qua cac ham
tich phan tuong tng.

Phuong phap phan tir bién to ra hiéu qua trong viéc giai ra két qua s6 (numerical results)
cho cac phuong trinh vi phan mo ta img xir cua cac hién twong vat 1y, cu the trong nghién cuu
nay la cot nude tham cua vat li¢u rong Tuy nhién phuong phap nay ciing ton tai nhung nhugc
diém, mot trong sé d6 1a tinh suy bién cta nghiém tai mot sb vi tri ddc biét trén mién tinh
toan, day ciing chinh 13 ton tai 16n nhit ma nhimng ngudi nghién ctu, st dung phuong phap
phan tir bién quan tdm song song voi sy hinh thanh va phat trién cua phuong phap s nay.
Tinh suy bién xuit hién do su ton tai cia cac biéu thirc suy bién (hay con goi la nhén suy
bién) duéi diu tich phan cia phuong trinh tich phén bién, biéu thirc suy bién ton tai chii yéu
dudi hai dang la suy bién yéu (weak singularity) va suy bién manh (strong singularity). Viéc
loai bo tinh suy bién dwoc noi dén trong nhleu sach huéng din ciing nhu cong bd trén thé
gidi, ngudi doc c6 thé tim hiéu k§ hon vé van dé nay trong cac tai liéu cua Katsikadelis nim
2002 [5], cua Gaul, Kogl va Wagner nam 2003 [6], Brebbia, Telles va Wrobel nam 1984 [7],
cua Dehghan va Hosseinzadeh nam 2012 [8], ciia Marin va cdng su nam 2004 [9], cia Huang
va Cruse nam 1993 [10], va cua Sladek va Sladek nam 1998 [11]. Trong nghién ciru nay
nhém tac gia huéng dén viéc loai bo tinh suy b1en cua truong nghlem bai toan Darcy bang
cach két hop phuong phap tinh tich phén tryc tlep va phuong phap sai phan hiru han. Trong
do phuong phap tich phén tryc tiép duoc dung dé loai bo suy bién cho truong ap suit, con dbi
v6i trudng van tde thi cic gia tri suy bién duoc loai bo bdi so do sai phan hiru han trén bién.
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Day ciing chinh 14 ndi dung trung tdm ma nhom nghién ctru mudn gidi thidu trong bai bao
nay.

2. THIET LAP CAC PHUONG TRINH CO BAN

Xem xét mién vat liéu rong bat ky Q c6 bién 1a 9Q nam trong khong gian 2 chiéu co
hé quy chiéu O—xy nhu mo ta trén hinh 1

O X

Hinh 1. Mién vat liéu rong xem xét.

Trude khi thiét 1ap cac phuong trinh co ban chung ta tién hanh chuyén di cac dai lugng
vé dang khong thir nguyén. Dé thyc hién duogc viée d6 trude tién chung ta goi o, L 1an luot 12
d6 16n tham chiéu nao d6 cua gradient 4p suat va chiéu dai ldy lam gia tri don vi. Tiép d6 cac
dai luong nhu van tde, ap sudt va do thAm c6 d6 16n don vi lan luot duge lya chon 1a

ol s
,oL, [, tic 1a

xu, p=oclLxp, K=Ixk, ()

u=

U

trong d6 u(u,v), p,k 1a van tdc, ap suit va do thim khong don vi. Trén co s& cac quy wdc néu
trén, phuong trinh Darcy (1) dugc biéu dién lai dudi dang khong thir nguyén nhu sau

u(x)=—kVp(x) x(x,y)eQ. 3)

Gia thiét chat 1ong chay trong 15 rdng 1a chét 1ong khong nén duoc va thoa min phuong
trinh bao toan khoi lugng c6 dang nhu sau

V. u(x)=0, (4)

trong d6 V- la toan tir divergence. Thay phuorng trinh (3) vao phuong trinh (4) chung ta thu
dugc phuong trinh dao ham riéng ddi véi ap sudt nhu sau

V-(=kVp(x))=0 < V’p(x)=0, (5)

& day phuong trinh (5) duoc biét dén 1a phwong trinh Laplace véi V? 1a toan tir Laplace.

Nghiém ctia phwong trinh Laplace (5) thoa man phuong trinh tich phan duoc biéu dién
dudi dang sau

£(x,)p(x,)=- [ g(x)-G(x = x,)ds(x)~ | p(x)-Q(x—x,)ds(x), (6)
0Q Q
trong d6 € 1a mét ham v6 hudng phu thudc vao bién vector vi tri X, » nhan céc gia tri sau
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1 khi XOGQ&XOEaQ,
e(x,)=1 /4 khi x,€dQ&x, ¢Q, (7)
0 khi y ¢30&x, eQ
G(x—x,) langhiém sO co ban hay con goi 1a ham Green trong khong gian v han, Q(x — X,)

la dao ham theo hudng phap tuyén vdi bién cia ham Green. Biéu thic cia hai ham nay dugc
biéu dién nhu sau

1
G(x—xo)zﬂlnr, (8)

O(x—x,)=-VG(x x)n(x)-—% T ©)

o day rz‘r‘ =‘x—x0‘ =\/(x—x0)2+(y—y0)2 , n(x) 1a vector phap tuyén véi bién 9Q tai
diém x. p(x),q(x)1an luot 1a 4p sudt va dao ham theo phuong phap tuyén cua ap suét trén
bién, ¢(x) ciing c6 thé duoc hiéu 1a gia tri van tdc cua dong chay vudng goc voi bién.

Thay phuong trinh (6) vao phuong trinh (3) chung ta thu dugc truong nghiém vén toc
biéu dién dudi dang ham tich phan nhu hai biéu thirc dudi day

e(xu(x) =k [ q(x)-G (x=x,)ds(x) +k | p(x)Q,(x—x,)ds(x),
e(x, V(x,) =k [ g(x)-G (x=x,)ds(x)+k | p(x)Q, (x—x,)ds(x),
0Q 0Q

voi G ,G ,Q ,0 ladao ham cia cac ham G,Q tai di€ém x, va dugc dién gidi nhu sau
X v X ¥y 0

G 1 (x—x
G (x-x)= 29 = L) (an
0

00 n
_ — = __ s 12
0 .(x—x,) ox YL (12)

G 1 (y=y,)

G (x-x)=ot =t 13
T (13)

aQ ny 2 ny
—x )= Y (y— . 14
0,(x—x) ™ ) m4(y ) o (14)
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p;.q,

Phan tir they i —
Nut
r/‘j =|x_x0| /',"
Bién vat ly
Phan to thiy j

O X

Hinh 2. So d6 roi rac hoa bién mién tinh toan.

Dé xac dinh cac gia tri p(x),g(x) trén bién chung ta tién hanh roi rac hoa bién 0Q
thanh N phén tir hing s ky higu 1a T', (xem hinh 2), d6i v6i phan tir hing s6 hinh dang cua
bién dugc xap xi bang ham tuyén tinh con gia tri bién duoc x4p xi bang hang sb trén mdi phan
tw, duge ky hiéu lan luotla p.q;, (j=12,..,N). Tién hanh dich chuyén diém x,vé bién va
dat 1an luot tai cac diém nat x,(i=1,2,...,N), ching ta thu dugc N phuong trinh véi 2x N
an so bicu dién dang tong quat nhu sau

N N
~p=-24,] G(x,-x,)ds= Y. p, [ O(x, - x,)ds. (15)
2 =T, J=LoT,

Phuong trinh (15) ¢ trén the hién mdi quan hé giita ap sudt tai nat cua phan tir bién tha "i"
v6i tit ca cac gla tri 4p sudt va dao ham theo phu’orng phap tuyén cua no tai cac niit cia tit ca

cac phan tir thr " /", trong d6 bao gdbm ca "i= ;" tirc 1a chinh no.

Mit khac mién tinh toan €2 phai duoc xem xét trong mot diéu kién bién nao do, d6i véi
bai toan tham diéu kién bién chu yéu goém hai dang goi tén la Dirichlet va Neumann.
Dirichlet trong tmg voi diéu kién ap vao la ap suét con Neumann tuong img voi diéu kién ap
vao 14 dao ham theo phuong phap tuyén cia 4p sudt hay néi cach khéc 1a thanh phin vudng
gdc vbi bién cua van tdc. Dé cu thé hoa, chung ta biéu dién diéu kién bién theo hai biéu thirc
sau day

p(x)=p & xe0Q”, (16)
(x)—m 7 & xeaQ”, a7
on

trong d60Q"” JoQ" =0Q. Sau khi rdi rac hoa bién, phuong trinh (16) va (17) cho phép
chung ta xdy dung mot hé gom N phuong trinh biéu dién dudi day

pJ:pj’ j:1727...7m’ (18)

9,9, j=m+1lm+2,--- N. (19)

Két hop (15), (18) va (19) ching ta co thé giai duoc ra cac gia tri trén bién chua biét
P;»q, twong g voi timg phan tir. Thay cac gia tri ndy trd lai biéu thirc (6) va (10) chung ta

thu dugc &p suat va van toc tai bat cir diém nao trén mién €.
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Khi thyc hién giai hé ciing nhu khi tinh toan trudng nghiém 4ap sudt va vén téc chung ta
phai thuc hién tinh céc tich phan sau day

G, = J. G(x;—x,)ds, O, = J.Q(xj —X,,)ds, Gj = j G (x;—x,,)ds,
r. r. r.

y J J v J (20)
G' = [ G (x,-x,)ds. 0 = Jo.x,-x,)ds. 0= Jo,x,-x,)ds.
T, T, T.

Khi x, #x,, cac biéu thirc ké trén duoc xac dinh biang phuong phap tich phan sé Gauss.
Nguoc lai, chiing ta dé dang nhan thiy rang khi X, =X, thi cac biéu thirc G, 0, G‘ Gjy ,
Qj“ , ij tr thanh suy bién, noi cach khac hién tuong suy bién xay ra khi diém can tinh toan
tring voi nat ciia phan tir can ldy tich phan.

Dic diém suy bién xuat hién trong hai biéu thuc tich phan G, va Q, gdy rasai s trong

qua trinh giai h¢, trong nghién ctru nay ching duoc loai bo bang céch tinh tich phén tryc tiép
va thu duoc két qua sau

1[0
G,= E{ln(z)—l}, 0,=0, 21)

trong d6 /, 1a chiéu dai ctia phén tir.

Bén biéu thirc tich phan G*, G*, O, O xuit hién trong cong thic truong nghiém

van tbc gy ra suy bién khi diém can xac dinh vén téc ndm trén bién. Dbi voi van dé nay thay
vi tinh toan vén tdc theo cong thuc (10) chung ta st dung phuong trinh Darcy ket hop vo6i so
d sai phan hiru han trén bién dé xac dinh gié tri van tdc trén bién theo nguyén tic sau

=k (gl = ph o) & v = —k(pl 4 gt @)
trong d6 (u,,v,) la hai thanh phan vén tbc tai vi tri nat "i" (ni,n;) 1a vector phap tuyén véi

. dp, .0 d D y
bién tai vi tri nt "i", p' = i _ g, va p\ = b _ 9P _ = p;, v6i & labien toa dg cong theo

" dn oot d&E T

chiéu dai bién. Tuy thude vao vi tri ctia nat "i" ma gia tri p’% duoc xac dinh theo mdt trong

ba so dd sau
e Sai phan dung tam

I +1 L+ S S, —S S
s = i-1 i , S, = i i+l , O, =— 2 , o, =— 1 2 , O, = 1 , (23)
! 2 : 2 bos(s+s) 7 s s (s, +s)
1\V71 2 172 2\ 2
p,lg =0p  TO0,p,TOp,,. (24)

e Sai phan tién

— li+li+1 — Ii+1+li+2 _ 2S1+S2 — S1+S2 _ Sl

- ,» 8, = , O =— , O, = , O, =— > (25)
! 2 2 2 Yos(s,+s) P s s (s, +s,)

1\ 2 172 2\ 2
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i

p.=0op,ta,p,,+op,,. (26)
e Sai phan lui
[ +1 [ +1 2s +s s +s s
S1: i-1 1—2, S2: i-1 1, alz Sl 2 , azz_ 1 2, a3: 1 , (27)
2 2 s,(s,+s,) 5.8, s,(s,+5,)
pr=opta,p  +oyp, . (28)

Trong ba so d6 sai phan noéi trén thi so do sai phan dung tdm danh cho phan tir tai vi tri bién
tron, so do sai phan Iui va tién lan luot danh cho phan tr ¢ vi tri li€n trudc va lién sau cta
diém gay khtic trén bién, mo ta nay dugc the hién trén hinh 3 dudi day.

goc goc

{ diémcan 7 { diémcan % { diémcan
% lay sai phan / % lay sai phan ; % lay sai phan /

Hinh 3. Cac so dd sai phan hitu han trén bién, (a) dung tam, (b) L, (c) tién.
3. AP DUNG SO VA PHAN TiCH

Dé kiém chung tinh ding dan cta phuong phap dé xuit trong nghién ctru nay, chung ta
xem xét vi du cu thé sau day. Mién vat liéu rong Q hinh chit nhat, véi kich thudce va didu
kién bién nhu thé hién trén hinh 4. Trong vi du nay nhém nghién ciru s& thyc hién phan tich
truong nghi¢m ap suét va van toc tai hai vi tri x=0.1 va x=0.5.

AY

A_P7T B

P2 @ et

0 0.1 0.5 p=1 > X

Hinh 4. Mién vat liéu rong hinh chir nhat va diéu kién bién xem xét.

Hinh 5, 6 biéu dién su bién thién cta trudng van tdc tai hai vitri x=0.1 va x=0.5 theo
su thay ddi cua gia tri toa @6 y=0+0.5, trong d6 duong lién (mau do) 13 két qua tir phuong
phap phan tir bién di duoc xtr 1y tinh suy bién (u-BEM), biéu twong hinh thoi (mau den) 1a
két qua khi tinh toan béng phuong phéap phén tir bién chwa duge xtr Iy diém suy bién (u-BEM-
Singular), biéu twong chim (mau xanh) ket quéa dbi ching tinh toan bang phuong phap phan
tu hitu han (u-FEM). Chung ta nhan thay rang két qua thu dugc tir phuong phap phan tir bién
co ban 1 chinh x4c, tuy nhién nhan thiy hai diém dugc khoanh tron trén biéu d6 chinh 14 hai
gid trj suy bién khi chua xur 1y, diéu nay di duoc khic phuc bang phwong phép sai phan hiru
han bién ma nhom tac gia da trinh bay ¢ muc 3.
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4

0.5
0 —u-BEM
B . | ¢ u-BEM-Singular |
0'5( * u-FEM @
_1 | | L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
y
Hinh 5. Bién thién van toc (u) theo phuong y tai vi tri x=0.1
0.35 )
—u-BEM
L ¢ u-BEM-Singular | |
0.3 * u-FEM
0.25
0.2
> 0.15
0.1
0.05
0
-0.05 ‘ ‘ ‘
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
y

Hinh 6. Bién thién vén tdc (u) theo phuong y tai vi tri x=0.5.

Nhan xét tuong tu cling dugc rat ra khi quan sat sy bién thién cua truong ap suét tai hai
vitri x=0.1 va x=0.5 th¢ hi¢n trén hinh 7 va 8, & ddy dudng nét dat (mau xanh) 1a két qua
thu duoc tir phuong phap phan tir bién da xir 1y tinh suy bién (p- -BEM), biéu twong hinh sao
(mau tim) la ket qua cia phuong phap phan tir bién khi chwa xir 1y diém suy bién (p-BEM-
Singular) va cudi cung biéu tugng hinh tam giac (mau xanh 14) la két qua dé so sanh voi
phuong phap phan tir hitu han (p-BEM). Hai diém suy bién ciing dugc khoanh tron trén hai
biéu d6 nay, chung duoc xir Iy bang phép tinh tich phan tryc tiép.
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1.8 T .
1.67 /A—-'A‘_A“A_A-_Au‘&“-g\ 1
s A
/A" A .
1.4 K/A [\\&
/7 N
7/ PN
/A \\\
1.2+ A N -
a ¥ %
7 \
14 »
0.8
|~ p-BEM i
0.6 p-BEM-Singular

Cﬁ 4 p-FEM j)
0.4 | 1 1 L
0

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
y
Hinh 7. Bién thién 4p suat p theo phwong y tai vi tri x=0.1.
1.1 T T T 7
’A_"A—"_A’—A___AAA_AxA-A»—A—A—A—A-A__’QA“A'-\A_
157 TER A
0.9 i
208 i
0.7 |
0.6 |-~ p-BEM 1
p-BEM-Singular
A p-FEM
0.55 ‘ ‘
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
y

Hinh 8. Bién thién ap sut p theo phuong y tai vi tri x=0.5.
4. KET LUAN

Trong nghién ctru ndy bai toan thdm Darcy trong méi trudng vat liéu rdng téng quat da
duogc phan tich chi tiét bang phuong phép phén tir bién, trong d6 tinh suy bién gip phai khi ap
dung phu:ong phap nay da dugc giai quyet bang mot giai phap m&i d6 1a tinh vi phan s trén
bién cua mién tinh toan Bai toan tham chi 1a mot vi du cu thé, dé kiém chu’ng tinh hiéu qua
cua giai phap nay can co thém cac két qua danh cho cac bai toan khac ngoai thdm, day ciing 1a
cac hudng can giai quyét trong thoi gian sip toi cia nhoém nghién ciru.
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Nghién ctru nay duoc tai trg boi Quy phat trién khoa hoc va cong nghé Qudc gia
(NAFOSTED) trong dé tai ma s6 107.02-2017.310.
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