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Abstract. The objective of this investigation is to determine the effective thermal conductivity
for layered composite where the layers are assumed to be perfectly bonded together and
smooth in the case of anisotropic thermal conduction. Under these two assumptions, the
temperature and the normal component of the heat flux vector are continuous across the
interfaces. The key to finding the effective thermal conductivity tensors of laminate materials
is to look for solutions to the field equations where the fields vary only in the lamination
direction. The analytical results obtained for the effective thermal conductivity tensors are
compared with results given by finite element method by using Comsol Multiphysic Software
and Voigt — Reuss Bounds.
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Tom tat. Nghién ciu nay duoc thuc hién dé xac dinh tinh chat din nhiét c6 hiéu cua vat liéu
dan nhiét xép 16p khi cac 16p duoc gia sir 1a c6 mat phan gidi nhan va hoan hao trong trudng
hop cac vat liéu thanh phan 1a dan nhiét bt ding hudng. Hai gia thuyét d6 cho thay thanh
phan phap tuyén cua vector dong nhiét va truong nhiét d6 1 lién tuc khi di qua mat phan giéi
gitra cac 16p vat liéu. Bé xac dinh duoc tensor dan nhiét cd hiéu cua loai composite nay thi ta
can phai xac dinh nghiém cac truong va biét rang nd chi thay doi theo phuong xép 1op.
Nghiém giai tich cia bai toan s& duoc so sanh véi cac két qua mé phong bang phuwong phap
phan tir hitu han thyc hién bang phan mém Comsol Multiphysic va véi céc gidi han Voigt -
Reuss.

Tir khéa: Dong nhat hoa, vat liéu da 16p, dan nhiét, mat phan gisi hoan hao, dan nhiét bét
dang huong.

© 2020 Truong Dai hoc Giao thdng vdn tai

1. PAT VAN PE

Vit liu xép 16p ban chat la vat liéu nhiéu thanh phan duoc bé tri trong khong gian theo
dang xép 16p [1, 2]. Do ¢ ciu tao tir nhiéu 16p vat liéu khac nhau nén vat liéu xép 16p co
duoc wu diém tir cac vat lidu thanh phan ddng thoi han ché dugce nhuoc diém caa ching nho
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su tic dong twong hd gitra céc 1op vat ligu khi tham gia Iam viéc trong mot h¢ thong nhat,
bicu nay ly giai tai sao chung dugc (tng dung rong ri trong nhicu linh vuc khoa hoc ky thuat
nhu dién tu, co khi, xay dung [3,7-9] ...

Trong cac nganh k§ thuat (g dung ngudi ta coi vat liéu xép 16p 1a vat liéu ddng nhat va
chi quan tam dén céc tinh chat tong thé (tinh chét c6 hiéu) caa né. Tinh chat tong thé nay phu
thugc chit ch& vao cac dic tinh caa ting vat liéu thanh phan. Tinh chat c6 hiéu cua vt liéu da
l6p 6 thé dugc xac dinh bang nhiéu phuong phap nhu thi nghiém, giai tich, mé phong ..
trong d6 phuong phap ddng nhat ho& c6 noi dung co ban la sir dung céc tinh chét, ty 18 the
tich va phan bd cua cac vat liéu thanh phan lam dit liu dau vao cho cac md hinh giai tich,
thuc hién cac phép bién dbi toan co dé thu duoc tinh chét tong thé cua vat liéu da 16p [1 - 5],
khac véi cac phuong phéap cb dién trude ddy [9] chi xét truong hop don gian nhét 12 vat liéu
thanh phan c6 tinh dan nhiét dang huéng thi ddng nhat hoa vat liéu cho phép xac dinh tinh
chat c6 hiéu cua vat liéu dan nhiét trong trudng hop tong quét nhat khi vat liéu c6 ang xir dan
nhiét 1a bat dang huong [11, 12]. Déy ciing chinh 1a phuong phép ma nhom tac gia su dung
trong nghién ctru nay dé tinh toan dac tinh truyén nhiét caa vat liéu da 16p.

Bai bao nay duoc két ciu thanh bén phan, trong dé phan 2 dung dé xay dung cac
phuong trinh giai tich cho bai toan ddng nhat hoa tinh dan nhiét cua vat liéu da 16p. Dé chiing
minh tinh hiéu qua ctua phuong phap nay, mot sé vi du ap dung va so sanh véi phuong phap
md phong bang phan tir hitu han [6] va cac bién Voigt — Reuss [3 - 5, 13] s& duoc trinh bay
trong phan 3. Cudi cing, phan 4 danh dé dua ra mot s6 két luan va kién nghi.

2. MO TA BAI TOAN NHIET - VAT LIEU XEP LOP

2.1. Bai toan nhiét cuc bo

Xét mot vat lieu composite © bao gdm ba tam Q®, 0@, O xép chéng 1én nhau thir ty
tur trén xuong dudi theo truc xs, chieu day caa 3 16p lan luot 1a hy, hy, hy; chiéu dai va rong cua
ba tam bang nhau va c6 gi tri lan lugt 1a b, a (xem Hinh 1).

Phuong trinh truyén nhiét trong ca ba 16p cua vat liéu thi dugc miéu ta boi dinh luat
Fourier [4, 5]:

q®¥ = -K®ve® (1)

Trong d6 99, K® va 6@ jan luot I3 vector dong nhiét, tensor h¢ sé dan nhiét va nhiét
do6 trong tim i vé6i i = 1, 2, 3. Tensor K® 13 déi xtng va duoc dinh nghia 1a mot tensor duong
OO0
Ky K K
bac hai KO = Kz(? Kz(;) Kz(? , vector mat do nhiét duogc dinh nghia:
KO KD KO
e =_yp») @
Thé (2) vao (1) ta duoc
q® = KOel) @)

Vector dong nhiét q(” phai thoa mén phuong trinh can bang ning luong:
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v-qO+p=pl % )
v6i p ) 12 nhiét dung riéng cta vat lidu i ¢6 don vi 12 J.K™-.m™ va P 1a ngudn nhiét c6 don vi
w.m>,

Goi I'™™ 1a mat phan gisi gitta tam Q®, ¥, va T® Ia mat phan gisi gitra taim O, Q©.
Gia sir mat phan gi¢i IV (véi j = 1, 2) la hoan hao thi truong nhiét do va thanh phan phap
tuyén cua vector dong nhiét phai lién tuc khi di qua no:

[q-n]=0[6]=0 ®)

trong truong hop nay vector phap tuyén don vi n tring voi phuong X3 va duoc biéu dién nhu
sau:

0
n= [O] (6)
1

Hinh 1. Vat liéu da 16p v&i mat phan gidi hoan hao.
Trong truong hop dac biét ¢ trang thai on dinh (nhiét do khong doi theo thoi gian),
khdng c6 nguon phat nhiét, phuong trinh bao toan nang lugng dugc viét lai nhu sau:
V- q(i) =0 (7
v&i ¢ 1a tich ¢6 hudng cua hai vector.
2.2. Pong nhat hoa vat liéu din nhiét da 16p — méit phan giéi hoan hao
Theo Milton [1] khi phwong trinh (7) thoa man s& dan dén
n- q(l) =n-{(q) (8)
trong d6 (q) la trung binh theo thé tich cua g. Hai toan tur chicu song song P! va vudng géc
P+ [1, 2] duoc dinh nghia nhu sau
P' = n®n,P' = I-n®n ’ (9)
véi @ la phép nhan tensor, | 1a tensor don vi bac 2. Thuc hién cac phép chiéu song song va
vuodng goc duoc
P'-q" =P (q) (10)
Khi phuong x€p 16p n = e, thay vao cac phuong trinh (9 - 11) ta thay cac thanh phan
03, €1, €2 1a khong doi. Phuong trinh (3) ¢6 thé viét dudi dang ma tran nhu sau:

@) @ @ @ ®
a; Ky Ky Kig|le
| — @ @ @ i)
i’ |= K Ky Ky |[es”| (12)
¢l kD kS kQ][e?
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O cip d6 vi méd phuong trinh Fourier duoc khai trién vai cac thanh phan vi mé & dang sau:

™
4,

™
q-

™ @) (@)
Ky K,y Ki|le
™| = ™ ™ @)
9, | = [Ky Ky Kysfle
(@) @) @)
K'21 KR‘I K’%?

*)
1
*
2
e

k]

(13)

Phuong trinh (12) va (13) c6 thé hiéu 12 mot hé phuong trinh 3 4n g, 0, €3, ta tién hanh giai
hai h¢ phuong trinh nay ta dugc:

- (OMQ] , @ (D (OF
K(l)_K113K311 K(l)_Kng;z ﬁ
. 11 (@) 12 [©) Ol
q(l) K33 K33 K33 e(‘)
1 N B : 1
O = K(i)_Ks(ll)Ifz(ls) K(i)_Kz(ls)I_(élz) ﬁ oD (14)
o I A il | b
@) . . €))
€3 kD D 1 [L43
G ) ©)
L K33 K33 K33—
(O KK 09 KK Kp]
o 11 €} 12 ® ® *
C[() K33 b K33 e()
1 o kOO kOO O]
| — | ™ _K31K33 )55 %m 23 ©) 15
A | = [P "7 @ 227,00 LOfl€ | (15)
33 33 33
*) y . ™
2 kg |l
@) ) @)
K33 K33 K33-
@)
€

Do céc thanh phan gs, €1, e, 1a khong ddi nén |el”

cua phuong trinh (14) ta dugc
¢’ [(@®)
q g )| = <q 5‘)) —
eé ) (e?fl))

@)
qs

(@) ()
K13 K31

g

(KO- K§?(Ii<)§?
'1(33

-5

®
K33

(K-

31( ) e,
=|el’| = [32]. Lay trung binh hai vé
* KE
43

(K-

(K3 -

(-

(@) 1, ()
K13 K32

0)
K33

KyoKsy

®
K33
®
K32>

@®
Ko

)

(G
K33
K$)

1
(@)

|

€,
€,
qs

(16)

]_

Dong nhat céc phan tir ciia ma tran & hai phuong trinh (15) va (16) ta nhan duoc tensor truyén
nhiét c6 hiéu vai cac thanh phan nhu sau:

K33 = (K33)"

Ky = (Kap) + (K3 K33 (K33 ) -(KZ;K33)

K1*1 = (K11> + <K13K3—§ 2(K3-§>_1'<K123K§§)

K1*2 = <K12> + (K13K§§><K3-§>-1<K3-§K23>'<K13K3-§K23)
Kyis = (K K3 XK

K;5 = (K33) (K33Ky3)

Trong truong hop dic biét khi cac vat liéu cAu thanh nén Q 1a ding huong K& = kO]

thi cac thanh phan khac khdng cua tensor dan nhiét c6 hiéu dugc tinh nhu cong thic dudi day:
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K3 = (K33)!
Kz*z = (K22> (23)
K1*1 = (K11)

3. SO SANH KET QUA SO GIAI TiCH VA MO PHONG TREN COMSOL

Dé md ta cac két qua giai tich nhan duoc & phan 2, trong phan nay ta s& 1ay céc vi du ap
dung s6 cho truong hop vat lidu cau thanh composite 1a ddng huéng va bat ding hudng. Gia
str tong chiéu day cua vat liéu xép 16p 1a h = 10 cm, 16p gitra c6 chiéu day h, bién doi tir 1 dén
8cm va 2 16p ngoai cing ¢ chiéu day nhu nhau hy = hs = (h — hy)/2. Vi tensor hé s dan
nhiét cua Iép 1 va 3 13 nhu nhau nhung 16p th hai khéc véi hai 16p ké trén.

Trong trudng hop vat liéu thanh phan cua composite 1a dang huéng, 16p 1 va 3 duoc cau
thanh bai vat liéu 1 ¢ hé sé dan nhiet K& = K® = kyl, 16p 2 ndm & giita c6 hé sé dan nhiét
K® = Kkl véi ky = 10 va k, = 1. Thay céc thdng sé cua cac vat liéu thanh phan vao két qua
giai tich (23) ciing nhu dua cac thong s nay vao phan mém mé phong bang phan ti hitu han
Comsol Multiphysic [6] xem hinh 2 va hinh 3.

V

1!"4'/"3’,""' |

Hinh 2. Roi rac hoé két cAu bang phuong phéap phan tir hitu han.

-2

Hinh 3. Két qua tinh toan bang phan mém Comsol Multiphysic.

Céc két qua anh huong cua ty 18 thé tich pha 2 dén tinh dan nhiét c6 hiéu cua vat liéu xép lop
tinh bang phuong phap gidi tich, Phan tar hitu han va cac bién Voigt - Reus duoc trinh bay
trén bi¢u do hinh 4 dudi day:
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0]
=
§10
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g P~ sl
[§) ™o - - Keff
3 8r e 33_ t
- & 0ig
© XS h
£ o T KReuss
g 6 = K11comsol | -
- W A o K33comsol
o ~ Wing ) )
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3 S ~d
2 7~ - |
o 2 Ve - o
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o | 1 | | 0 N TTUT e
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3]
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Volume fraction of phase 2
Hinh 4. Anh hudng cua ty 18 thé tich pha 2 dén tinh chat dan nhiét c6 hiéu cua vat liu xép 16p.

Hé s6 dan nhiét c6 hiéu cua vat liéu Xép 16p theo phuong x1, Xp ty 1€ nghich tuyén tinh
véi thé tich cua pha 2, trong khi d6 hé s6 dan nhiét co hiéu theo phuong x3 cua vat li¢u Xép
16p ty 1¢ nghich phi tuyén vai ty 1¢ thé tich ctia pha 2. Gia tri hé s6 din nhiét theo phuong 1 va
2 1a trung binh theo thé tich cua cac hé sd dan nhiét vat liéu thanh phén (méc song song),
trong khi d6 gia tri hé s6 dan nhiét theo phuong 3 (phuong xép 16p) 1a trung binh nghich dao
theo thé tich ctia cac vat liéu thanh phan, diéu nay chi ra rang Gng xr truyén nhiét c6 hiéu cta
vat liéu xép 16p 1a bat dang hudng. Cac két qua thu dugc bang phuong phép giai tich (dong
nhat hoa vat liéu xép 16p) bam séat vai két qua mo phong bang phuong phap phan tir hiru han
va cac bién Voigt (K1 va Kyy), Reuss (Kzs).

Trong trudng hop vt lidu ¢ tinh din nhiét bit dang hudng hai vat liéu cia cac 16p 1 va 3
duoc gan cac gia tri s nhu sau

50 40 30
KO =K® =40 60 20|(w.mlK™1) (18)
30 20 70

Vat liéu cau thanh nén 16p giita c6 tensor hé s6 dan nhiét nhu sau

1 00
K@ =0 2 0| (wm®K™) (19)
0 0 3

Cac két qua giai tich cac hé sb cla tensor dan nhiét co hiéu cua vat liéu téng hop duogc
tinh dya va cac cong thire tir (17) dén (22) s& dugc so sanh voi bién Voigt — Reuss thé hién &
céc biéu d6 hinh tir 5 dén 10, biéu dd hinh 11 gidi thiéu tong hop cac gia tri timg phan tir cia
tensor hé s6 dan nhiét c6 hiéu theo sy bién d6i ciia chiéu day 16p gitra.
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Volume fraction of phase 2 Volume fraction of phase 2

Hinh 5. Anh huéng ciia ty 1¢ thé tich pha 2 dén hé Hinh 6. Anh hudng ciia ty 1 thé tich pha 2 dén

sO K11 cua tensor hé so dan nhiét co hiéu. hé s0 Ky, cua tensor hé s0 dan nhiét c6 hiéu.
= om = o
e 570 | | - &~ 40 :
—K
£ o | 2 q
0 60 —Q—K;g’gt e
8 KHeuss 8_ 30
£ 50- 33 | £
8 i 8
g ? 20
B 30~ S
3 3
S 20° S
8 8 10
2 10 | 2
© °
= B ' : : £ 0 : : :
W 01 02 03 04 05 06 07 08 M 01 02 03 04 05 06 07 08
Volume fraction of phase 2 Volume fraction of phase 2
Hinh 7. Anh hudng cua ty 1€ thé tich pha 2 dén hé Hinh 8. Anh hudng cua ty 1€ thé tich pha 2 dén hé
s0 K33 cia tensor hé s6 dan nhiét c¢6 hiéu. s0 K, cta tensor hé s6 dan nhiét ¢6 hiéu.
% 230 : : %820 , :
ff eff
—e-K%, =Ky
25 Voigt Voigt
-e-Kis ol —-K,, |
KReuss KReuss
20+ 13 [ 23

e
o

—_
o

(6]

Effective conductivity component K
o
Effective conductivity component K

, ‘ . , : . 0 ; : ' - g
%1 02 03 04 05 06 07 08 01 02 08 04 05 06 07 08
Volume fraction of phase 2 Volufoe: fraction of phiase 2
Hinh 9. Anh huong cua ty 1€ thé tich pha 2 dén hé Hinh 10. Anh hudng cua ty 1& thé tich pha 2 dén
) gcualy lc p S ! gceualy lc p
s0 K43 cua tensor hé s6 dan nhiét c6 hiéu. hé s6 K3 ctia tensor hé so dan nhiét ¢6 hiéu.
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Effective conductivity of laminated composite
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Volume fraction of phase 2

Hinh 11. Anh huéng ciia ty 1& thé tich pha 2 cac hé s6 cua tensor hé s6 dan nhiét ¢ hiéu.
Quan sat cac biéu dd tir hinh 5 dén hinh 10 ta thay rang cac két qua giai tich thu dugc bang
phuong phap giai tich dong nhat hoa vat liéu ciia tensor hé s6 dan nhiét c6 hiéu hoan toan nam trén
gi6i han Voigt (Ky1, Kx, Kio) hoac Reuss (Kss, Kiz, Ka3) diéu nay co thé 1y giai v tinh chat méc song
song trong mit phang x,0x, khi vat liéu xép 16p theo phuong x; va méc ndi tiép theo phuong xép 16p.

oo

4. KET LUAN

Nghién ctru nay di trinh bay phuong phap dong nhat hoa vat liéu bang giai tich d6i véi
bai toan nhiét cho vt liéu xép 16p khi mit phan gidi gitra cac 16p 1a hoan hao va vat liéu cau
thanh c6 tinh chat truyén nhiét bat dang hudng, cac két qua thu dugc bang phuong phap nay
da duogc kiém chimg boi phuong phap phan tir hitu han cho truong hop vat liéu ding hudng
va so sanh véi bién Voigt —Reuss khi vat liéu 1a bat dang hudéng. Két qua thu duoc c6 thé
duoc ap dung dé dy bao tinh dan nhiét c6 hiéu cua cac vat liéu cach nhiét dugc cau tao dang
xép 16p dung trong xdy dung cong trinh. Phuong phap dong nhét hoa trinh di & trinh bay &
trén mai chi tng dung cho dic tinh dan nhiét cua vat liéu, tuy nhién trong xay dung thi két
cAu con chiu cac tac dong co hoc do do6 viéc nghién ctru t6i wu gitra tinh dan nhiét va kha nang
chiu luc 12 mot van dé can giai quyét trong thoi gian toi.
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