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accuracy are the purpose of this study. This paper focuses on the uncertain critical buckling 

load in the geometric and material variability for structures in linear buckling simulations. 

Radial Basis Function metamodels are applied to reduce computational time in the linear 

buckling analysis by the finite element method. The efficiency of metamodel is compared 

with the reference method in the calculation cases. The research results are used to predict the 

instable structure and reduce experimental cost. 
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Tóm tắt. Áp dụng và phát triển các phương pháp mới thay thế các phương pháp tiêu chuẩn 

trong phân tích kết cấu cơ khí nhằm giảm tài nguyên máy tính nhưng vẫn đảm bảo độ chính 

xác cần thiết là mục đích của nghiên cứu này. Bài báo tập trung nghiên cứu sai số lực tới hạn 

uốn dọc dưới sự biến đổi hình học và vật liệu cho kết cấu trong mô phỏng uốn dọc tuyến tính. 

Mô hình hàm cơ sở bán kính được áp dụng để giảm thời gian tính toán trong phân tích uốn 

dọc tuyến tính bằng phương pháp phần tử hữu hạn. Hiệu quả của mô hình thay thế được so 

sánh với phương pháp tiêu chuẩn trong các trường hợp tính toán. Kết quả nghiên cứu được sử 

dụng để dự đoán kết cấu mất ổn định và giảm chi phí thực nghiệm. 

 

Từ khóa: uốn dọc, sai số, mô hình thay thế, hàm cơ sở bán kính, sản xuất đắp dần 

 2020 Trường Đại học Giao thông vận tải 

1. ĐẶT VẤN ĐỀ  

Trong quá trình thiết kế cơ khí, mô phỏng số là cần thiết để đưa ra các thiết kế có độ tin 

cậy, bền vững hơn và giảm chi phí thí nghiệm. Các phần mềm thương mại hiện nay ngày càng 

nhiều công cụ, tính năng và có khả năng phân tích, mô phỏng kết cấu mạnh tuy nhiên vẫn còn 

có những vấn đề khó khăn như phân tích kết cấu lớn, đòi hỏi tài nguyên của máy tính rất cao 

khi muốn độ chính xác lớn [8]. Với sự phát triển không ngừng của các lĩnh vực công nghiệp 

cơ khí, các sản phẩm có xu hướng thiết kế bền vững, tiết kiệm vật liệu nên các mô hình số 

ngày càng phức tạp. Để phân tích khả năng làm việc của kết cấu với kết quả có độ chính xác 

cao đòi hỏi thời gian tính toán lớn và đây vẫn là một hướng nghiên cứu cần thiết cho các nhà 

khoa học. Ngoài ra, trong các phương pháp gia công cơ khí, sai số của sản phẩm sẽ ảnh hưởng 
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lớn đến chất lượng làm việc của chi tiết ngay cả các phương pháp gia công hiện đại như công 

nghệ sản xuất đắp dần hay in 3D (Additive Manufacturing - AM) [10,11]. Trong công nghệ 

chế tạo này, các sản phẩm bằng kim loại, composite vẫn còn có những hạn chế như chất 

lượng bề mặt của sản phẩm chưa cao, còn có sự biến đổi hình học và vật liệu, tức là trên cùng 

sản phẩm thì cơ tính cũng như hình học không đồng nhất [11]. 

Để giảm tài nguyên máy tính, tiết kiệm thời gian phân tích, việc áp dụng và phát triển các 

phương pháp mới thay thế các phương pháp truyền thống trong phân tích kết cấu như các kỹ 

thuật xấp xỉ, phân tích lại đã được nghiên cứu [6]. Gần đây, Massa F., et al. [7] và các nhà 

nghiên cứu khác đã dùng phương pháp chiếu kết hợp kỹ thuật phát triển homotopy để phân 

tích dao động cho mô hình phần tử hữu hạn (PTHH) lớn. Tiếp đến, mô hình giảm bậc và mô 

hình thay thế [3] bước đầu cũng được nghiên cứu và áp dụng trong phân tích uốn dọc của kết 

cấu. Trong kỹ thuật, uốn dọc là hiện tượng gây mất ổn định cho kết cấu chịu nén khi lực tác 

dụng đạt giá trị tới hạn, hiện tượng này có thể xem xét bằng bài toán tuyến tính hoặc phi tuyến 

[2]. Trong chế tạo các kết cấu cơ khí, sai số về hình học và vật liệu do các phương pháp gia 

công tạo ra sẽ ảnh hưởng đến khả năng làm việc của kết cấu. Với nghiên cứu gần đây [4], tác 

giả đã tập trung vào phân tích hiện tượng uốn dọc, khảo sát sự biến đổi đa tham số của kết cấu 

có mô hình phần tử hữu hạn sử dụng phần tử dầm 3 chiều. Trong nghiên cứu này, cũng về sai 

số, tác giả đề xuất nghiên cứu các mô hình thay thế Radial Basis Function (RBF) để tính toán 

xấp xỉ lực uốn dọc của kết cấu chịu nén trong mô hình PTHH sử dụng phần tử dạng khối 3 

chiều. Mục đích là đánh giá sâu hơn về phương pháp xấp xỉ bằng mô hình thay thế, cụ thể là 

dự đoán trước khả năng làm việc của kết cấu, giảm được thời gian phân tích, chi phí thực 

nghiệm mà vẫn đảm bảo độ tin cậy cần thiết. 

2. PHƯƠNG PHÁP PHẦN TỬ HỮU HẠN CHO UỐN DỌC KẾT CẤU 

Trong phương pháp số, với phương pháp PTHH, trước hết phải xây dựng ma trận độ 

cứng tuyến tính Kl, rồi giải hệ phương trình tuyến tính xác định được chuyển vị của kết cấu. 

Tiếp đến xác định biến dạng và ứng suất để xây dựng ma trận độ cứng hình học Kσ.  

Giải vấn đề uốn dọc tuyến tính phải xác định giá trị riêng liên quan đến ma trận độ cứng 

tuyến tính Kl và ma trận độ cứng hình học Kσ để xác định trị riêng đầu tiên λcr và véc tơ riêng 

z như đã trình bày trong bài báo [4]: 

   0 K K zl cr  (1)   

Lực tới hạn uốn dọc được xác định từ giá trị riêng đầu tiên và véc tơ ngoại lực: 

 0F Fcr cr
  (2) 

3. PHƯƠNG PHÁP XẤP XỈ BẰNG MÔ HÌNH THAY THẾ 

3.1. Mô hình thay thế 

 Mô hình thay thế là một phương pháp xấp xỉ trong mô phỏng số bằng mô hình toán học. 

Phương pháp này có thể ứng dụng trong xấp xỉ mô hình PTHH cổ điển M bởi mô hình toán 

tương thích M . Với mỗi một vấn đề trong mô phỏng kết cấu đã xác định, có thể biểu diễn 

phương pháp xấp xỉ của mô hình này dưới sơ đồ sau: 
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Hình 1. Sơ đồ phương pháp xấp xỉ bằng mô hình thay thế. 

Mô hình PTHH của vấn đề nghiên cứu có các tham số về vật liệu và hình học, sự thay 

đổi các giá trị cũng như các sai số của các tham số này sẽ ảnh hưởng đến kết quả đầu ra mà cụ 

thể trong trường hợp này là lực giới hạn uốn dọc và phương thức (mode) dao động của kết 

cấu. Mục đích của phương pháp xấp xỉ này là giảm đáng kể thời gian tính tức là tM
của mô 

hình thay thế nhỏ hơn nhiều tM  của mô hình PTHH tiêu chuẩn. Trong mô hình thay thế, cần 

có một tập hợp số liệu ngẫu nhiên ban đầu hay còn gọi là không gian mẫu làm cơ sở để ước 

lượng kết quả đầu ra như Hình 2. 
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Hình 2. Tập hợp kết quả ước lượng bằng mô hình thay thế từ không gian mẫu ngẫu nhiên. 

Các mô hình toán thay thế điển hình trong mô phỏng số như mô hình bậc 2 (Quadratic 

model), mô hình Kriging [9], mô hình hàm cơ sở bán kính (Radial Basis Function - RBF). 

Ngoài ra, còn có các kỹ thuật xấp xỉ khác như kỹ thuật Pertubation, xấp xỉ Padé, xấp xỉ chuỗi 

Taylor...   

3.2. Mô hình Radial Basis Function 

Mô hình hàm cơ sở bán kính RBF được đề xuất bởi Hardy R.L. [5] và được phát triển 

cho nội suy đa biến rời rạc bởi Buhmann M. [1]. Phương pháp này dựa trên các tổ hợp tuyến 

tính của các hàm đối xứng trên cơ sở số liệu cụ thể để xấp xỉ hàm kết quả. 

Trong vấn đề nghiên cứu uốn dọc tuyến tính, kết quả đầu ra 
j( )ps  (bao gồm trị riêng và 

véc tơ riêng) có thể được viết dưới dạng tổng của mô hình hồi quy như công thức (3): 

 
sn

j i

i 1

( ) R( ,d) 


ps           (3) 

Ở đây, ˆ ˆ
id p p   là khoảng cách bán kính từ p̂ đến ˆ

ip , 
i là hệ số trọng số của hàm 

cơ sở thứ i. 
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Hàm tương quan R( ,d) có thể là các hàm theo bảng sau: 

Bảng 1. Các dạng hàm tương quan của mô hình RBF. 

Hàm tương quan R( ,d)  

Tuyến tính  max 0,1 d  

Mũ  exp d  

Gaussian  2exp d  

Với  là tham số tỉ lệ xác định và là trung bình cộng của tập hợp mẫu nghiên cứu. 

Các hệ số nội suy chưa biết có thể được tính toán bởi hệ phương trình tuyến tính: 

 

s

s

s ss s s s

11 12 1n j 11

21 22 2n 2 j 2

n j nn 1 n 2 n n

R R R s (p )

R R R s (p )

s (p )R R R







    
    
         
    
        

          (4) 

Ở đây,  ij
ˆ ˆ, ij

R R p p   

Để xác định mô hình toán RBF, cần phải lập một không gian mẫu ngẫu nhiên ít hơn 

nhiều số tính toán cần nội suy, có thể sử dụng phương pháp Latin Hypercube Sampling 

(LHS). Không gian mẫu là các tổ hợp các giá trị của các tham số biến đổi và giá trị lực tới hạn 

cùng dao động riêng tương ứng theo phương pháp tính thông thường bằng công thức (1, 2). 

4. MÔ PHỎNG SỐ CHO KẾT CẤU VỚI MÔ HÌNH RBF 

4.1. Mô tả kết cấu nghiên cứu 

Kết cấu dầm thép được đặt trên hai gối cố định, có mặt cắt hình chữ nhật kích thước b x h. 

Dầm có các cạnh chiều dài L, mỗi cạnh tạo với phương ngang một góc α và chịu một lực nén 

tập trung F tại giữa dầm như Hình 3. 

 

Hình 3. Kết cấu dầm chịu nén [3]. 

Các tham số hình học và vật liệu của kết cấu trong trường hợp nghiên cứu có các giá trị 

danh nghĩa như trong trong bảng 2. 
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Bảng 2. Đặc tính hình học và vật liệu của kết cấu. 

Tham số của kết cấu Giá trị 

Chiều dài L [m] 1 

Chiều rộng mặt cắt b [m] 0,1 

Chiều cao mặt cắt h [m] 0,1 

Góc nghiêng α [°] 15 

Mô đun đàn hồi E [GPa] 210 

Hệ số poisson  0,3 

Lực nén F [kN] 1000 

 Để đánh giá khả năng làm việc của kết cấu này trong trường hợp bị nén, tác giả sẽ xác 

định các giá trị lực giới hạn bằng phương pháp số với mô hình PTHH được trình bày trong 

mục tiếp theo. 

4.2. Mô hình số 

Để xây dựng mô hình số cho kết cấu dầm nghiên cứu (Hình 4a), mô hình PTHH của phần 

tử khối lục diện Solid 3D, có 8 nút với 24 bậc tự do đã được phát triển. Các ma trận độ cứng 

tuyến tính và hình học được thành lập phục vụ cho bài toán uốn dọc tuyến tính. Trên cơ sở đó, 

tác giả đã xây dựng chương trình tính trên MATLAB để khảo sát ảnh hưởng của sai số. 

 
                                    Hình 4. Lưới PTHH và mode dao động đầu tiên của kết cấu. 

Kết cấu được chia 4 x 4 x 40 theo 3 chiều kích thước, tương đương 1028 phần tử hay 6075 

bậc tự do và mode uốn dọc thu được từ trị riêng đầu tiên theo chương trình tính như Hình 4b. 

Kết quả chạy chương trình tính được so sánh với kết quả từ phần mềm ANSYS APDL. Phần 

tử Solid45 được sử dụng, kết quả so sánh nhận được có sai số về chuyển vị, lực uốn dọc giữa 

chương trình và phần mềm là nhỏ hơn 1.  Do đó, chương trình tính uốn dọc tuyến tính với 

trên MATLAB được xác nhận. 

Xét đến sai số hình học và vật liệu của kết cấu, với sự biến đổi tham số b, h, E biến đổi 

10%, α biến đổi 30% so với giá trị danh nghĩa trong Bảng 2, từ đó xác định tập hợp giá trị lực 

giới hạn uốn dọc và mode dao động. Sử dụng mô hình PTHH tiêu chuẩn theo công thức (1,2) 

và tính cho 74 (2401) giá trị lực giới hạn uốn dọc với các tổ hợp giá trị của 4 tham số biến đổi, 

các khoảng giá trị được chia đều thành 7 giá trị. Tập hợp sự biến đổi lực uốn dọc Fcr tạo lên 

các bề mặt giá trị như trên Hình 5, điều này cho thấy lực uốn dọc quan hệ tuyến tính với mô 

đun đàn hồi E, góc nghiêng α và phi tuyến với chiều rộng b, chiều cao h của dầm. 
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Hình 5. Tập hợp lực tới hạn uốn dọc dưới sự biến đổi tham số đầu vào trong chương trình MATLAB. 

4.3. Ảnh hưởng của dạng hàm tương quan đến hiệu quả của mô hình thay thế RBF 

Mô hình RBF cũng được xây dựng trong chương trình MATLAB để nghiên cứu. Như 

phần lý thuyết về mô hình, một tập hợp mẫu giữa các tham số đầu vào và giá trị các lực giới 

hạn được xác định ngẫu nhiên làm cơ sở để tính toán gần đúng giá trị lực giới hạn mà không 

cần qua các bước tính như phương pháp thông thường. Ảnh hưởng của các hàm tương quan 

khác nhau trong mô hình RBF được xem xét, với các khoảng biến đổi của 4 tham số như mục 

trên, tập hợp giá trị lực giới hạn uốn dọc theo mô hình RBF cũng được xác định. So sánh tập 

hợp các giá trị lực giới hạn uốn dọc nhận được từ mô hình PTHH tiêu chuẩn, sai số lớn nhất 

nhận được như Bảng 3. Với kết quả so sánh, hàm tương quan dạng Gaussian có độ chính xác 

tốt nhất 0,09 % sẽ được chọn cho mô hình RBF trong trường hợp nghiên cứu này. 

Bảng 3. Ảnh hưởng của hàm tương quan trong mô hình RBF. 

 Sai số lớn nhất của giá trị lực giới hạn uốn dọc [%] 

Hàm tương quan Tuyến tính Mũ Gauss 

 20,18 0,89 0,09 

4.4. Ảnh hưởng số lượng tham số biến đổi đến hiệu quả của mô hình thay thế RBF 

Ở đây, để xem xét ảnh hưởng số lượng tham số biến đổi đến kết quả phân tích lực uốn dọc 

và mode dao động của kết cấu, hai trường hợp được đưa ra: 

+ Trường hợp 1: Xét sự thay đổi của chỉ 2 tham số α và E. 

+ Trường hợp 2: Xét sự thay đổi của 4 tham số b, h, α và E 

Trên Hình 6a, để sai số  luôn nhỏ hơn 1% với trường hợp 2 tham số biến đổi thì số lượng 

mẫu chỉ cần lớn hơn 8, còn trường hợp 4 tham số biến đổi thì số lượng mẫu phải lớn hơn 50 

như Hình 6b. Điều này cho thấy, khi số lượng tham số biến đổi tăng thì số lượng mẫu cần 

thiết cho mô hình RBF sẽ phải tăng để đảm bảo độ chính xác cần thiết.  

Tác giả cũng nhận thấy rằng, khi không gian mẫu tăng thì độ chính xác của mô hình RBF 

không được ổn định vì đường cong không mịn. Tuy nhiên, các kết quả xấp xỉ này đều đạt yêu 

cầu với sai số nhỏ hơn 1%. Như vậy, cũng cần phải xem xét thêm mô hình để cải thiện vấn đề 

này đặc biệt khi số lượng tham số đầu vào tăng. 
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Hình 6. Sự biến đổi sai số lực giới hạn uốn dọc theo số lượng mẫu trong mô hình RBF. 

4.5. Kết quả xấp xỉ của mô hình thay thế RBF 

Để làm nổi bật hiệu quả của mô hình thay thế RBF, kết quả xấp xỉ 2401 giá trị lực tới hạn 

uốn dọc sẽ được so sánh tương ứng với giá trị nhận được từ mô hình PTHH tiêu chuẩn 

(Reference) trong trường hợp 4 tham số đầu vào thay đổi b, h, α và E. Mô hình thay thế RBF 

sử dụng hàm tương quan Gauss với tập hợp 50 mẫu ngẫu nhiên LHS. Mô hình PTHH được 

chia với các trường hợp số lượng phần tử khác nhau, mỗi một trường hợp thì 2401 giá trị lực 

sẽ được so sánh. Trên Hình 7a biểu diễn mối quan hệ của sai số lực tới hạn với số bậc tự do 

(dof), tại tất cả các trường hợp từ 160 đến 48598 dof có sai số luôn nhỏ hơn 1%, điều này thể 

hiện khả năng của phương pháp. Về thời gian tính CPU, quan sát Hình 7b, với phương pháp 

tiêu chuẩn cần trefence = 196720 giây (hay 54,6 giờ) tại trường hợp 48598 dof, trong khi mô 

hình RBF chỉ mất 3995 giây để tạo tập hợp mẫu và 9 giây ước lượng 2401 giá trị lực cùng 

mode dao động, tổng thời gian tính là tRBF = 4004 giây (hay 1,1 giờ). Tức là với mô hình RBF 

thì thời gian tính trong trường hợp này đã giảm đi 49,1 lần.  

 

Hình 7. Ảnh hưởng của số bậc tự do đến độ chính xác và thời gian CPU của mô hình RBF. 

5. KẾT LUẬN 

Như vậy, mô hình RBF hiệu quả khi dự đoán xấp xỉ lực uốn dọc tới hạn cho kết cấu 

nghiên cứu với sự biến đổi không nhỏ của 4 tham số hình học và vật liệu. Mô hình có thể 
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được sử dụng để thay thế cho phương pháp tính tiêu chuẩn, các bước giải chuyển vị, ứng suất, 

xây dựng ma trận độ cứng tuyến tính, ma trận độ cứng hình học được bỏ qua trong bước tính 

xấp xỉ kết quả đầu ra khi đã có tập hợp mẫu ngẫu nhiên đủ lớn. Kết quả số cho thấy sự hiệu 

quả của kỹ thuật xấp xỉ bằng mô hình RBF là nổi bật bằng sự so sánh với phương pháp tính 

tiêu chuẩn qua sự đánh giá về sai số của lực uốn dọc và thời gian chương trình tính CPU. Mô 

hình RBF sẽ hiệu quả hơn khi các khoảng biến đổi được chia nhỏ hơn nữa, tức là số lượng 

tính toán lực tới hạn đầu ra nhiều hơn, nếu dùng phương pháp tiêu chuẩn sẽ mất rất nhiều thời 

gian. Để xác định sự ảnh hưởng của sai số đầu vào đến khả năng làm việc của kết cấu hay sự 

lan truyền sai số (uncertainty propagation) đến lực uốn dọc trong trường hợp nghiên cứu này 

bằng phương pháp không xác định (Non-Deterministic Approaches) như xác suất, ví dụ như 

Monte Carlo Simulation (MCS) hay tập mờ, với yêu cầu về độ tin cậy thì số lượng tính toán 

có thể rất lớn. Việc kết hợp giữa mô hình RBF nói riêng và mô hình thay thế nói chung với 

các phương pháp lan truyền có thể giải quyết vấn đề này sẽ là hướng nghiên cứu tiếp theo.  
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