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Abstract. The objective of this study is, first to determine the effective elastic modulus of 

Glass Fiber Reinforced Concrete (GFRC) and, second to analyse the dependencies of this 

effective modulus on the volume fraction of glass fibers. To achieve the aforementioned 

twofold objective, the Diluted schema is applied to homogenize this fibrous composite. In this 

work, the constituent phases of the composite are assumed to be isotropic linear elastic. The 

results obtained for the effective elastic modulus are compared with the Voigt, Reuss bounds 

and the experimental ones. 
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Tóm tắt. Mục tiêu của nghiên cứu này trước tiên nhằm xác định mô đun đàn hồi có hiệu của 

bê tông gia cường cốt sợi thuỷ tinh (GFRC), sau đó phân tích ảnh hưởng của hàm lượng cốt 

sợi thuỷ tinh đến mô đun đàn hồi có hiệu của GFRC. Để đạt được các mục đích nêu trên mô 

hình Bão hoà sẽ được áp dụng để đồng nhất hoá GFRC. Trong nghiên cứu này các pha cấu 

thành của bê tông được coi là đàn hồi tuyến tính và đẳng hướng. Kết quả thu được bằng mô 

hình Bão hoà sẽ được so sánh với các biên Voigt, Reuss và các kết quả thí nghiệm đã thực 

hiện. 

 

Từ khóa: Đồng nhất hoá, mô hình bão hoà, bê tông cốt sợi thuỷ tinh. 
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1. ĐẶT VẤN ĐỀ  

Khoa học đồng nhất hoá vật liệu đa thành phần trong những năm gần đây đã có những 

bước phát triển vượt bậc. Việc xây dựng các mô hình mô phỏng vật liệu đã được thực hiện từ 

rất sớm và bắt đầu bởi các mô hình căn bản như Eshelby, Bão hoà, MT…[1, 2]. Tính chất vĩ 

mô của vật liệu đa thành phần phụ thuộc vào rất nhiều yếu tố như tính chất của các vật liệu 

thành phần, tỷ lệ thể tích, cách thức liên kết giữa các pha, đặc trưng hình học... [1, 2, 3]. 

Bê tông xi măng cũng là một vật liệu đa thành phần được sử dụng rất rộng rãi trong lĩnh 

vực xây dựng. Nó là một vật liệu tổ hợp nhiều pha như pha đá xi măng, pha cốt liệu, pha lỗ 
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rỗng, pha cốt sợi. Bê tông xi măng thông thường là loại vật liệu giòn và để tăng khả năng 

chống uốn thì người ta thêm vào thành phần của bê tông các loại sợi như sợi thuỷ tinh, sợi 

thép, sợi cácbon ...Trong quá trình thiết kế thành phần bê tông cốt sợi thuỷ tinh để đánh giá 

ảnh hưởng của hàm lượng sợi đến các tính chất của bê tông thông thường chúng ta sẽ phải 

thực hiện rất nhiều các thử nghiệm với các hàm lượng sợi khác nhau để chọn được một hàm 

lượng tối ưu điều này sẽ dẫn tới tốn kém về thời gian cũng như chi phí do đó việc sử dụng 

một mô hình lý thuyết để dự báo trước ảnh hưởng của hàm lượng cốt sợi thuỷ tinh đến các 

tính chất của bê tông có ý nghĩa hết sức quan trọng.  

Trên cơ sở tham khảo các nghiên cứu trước đây [1], bài báo này đề xuất sử dụng mô 

hình Bão hoà để mô phỏng dự báo ảnh hưởng của hàm lượng sợi đến mô đun đàn hồi của bê 

tông cốt sợi thuỷ tinh. Bài báo được kết cấu theo nội dung chính như sau: Phần 2 trình bày mô 

hình Bão hoà, phần 3 dành để mô tả Vật liệu chế tạo và phương pháp thực nghiệm cũng như 

các kết quả thí nghiệm thu được so với các kết qủa mô phỏng, phần 4 là một số kết luận và 

kiến nghị của nghiên cứu. 

2. MÔ HÌNH BÃO HOÀ 

2.1. Bài toán hạt không đồng nhất 

Khác với bài toán hạt đồng nhất (nghĩa là trong một môi trường nền vô hạn xuất hiện 

một vùng vẫn sở hữu các tính chất của pha nền nhưng xuất hiện ứng suất tự do hoặc biến dạng 

tự do) gắn với Tensor Eshelby, trong mục này ta nghiên cứu bài toán hạt không đồng nhất 

được đặt trong pha nền vô hạn (hay nói cách khác pha hạt và pha nền là hai vật liệu có các 

tính chất khác nhau) hạt không đồng nhất được giới hạn bởi miền H là vật liệu đàn hồi khác 

với pha nền. Các điều kiện biên tại miền phân giới ∂H là hoàn hảo (liên tục về chuyển vị). 

Ứng suất và biến dạng là bằng không tại mọi điểm không chất tải. Các điều kiện biên được áp 

dưới dạng "biến dạng đồng nhất" tại biên (mặt viền) E hoặc ứng suất đồng nhất tại biên Σ = 

C0 : E trong đó C0 là module đàn hồi của pha nền bao quanh hạt không đồng nhất H và CH là 

module đàn hồi của H. Trong bài toán này ta giả định rằng pha hạt có dạng elip tròn xoay [2, 

3]. 

Các điểm khác nhau giữa bài toán hạt đồng nhất và bài toán hạt không đồng nhất được 

minh hoạ như Hình 1. 

Hệ phương trình bài toán hạt đồng nhất I (hạt I và pha nền là vật liệu như nhau) được 

biểu diễn như sau: 

{

𝑑𝑖𝑣(ℂ0: 𝜺(𝜉)) + 𝑑𝑖𝑣(𝒑𝐼) =  0           𝑇𝑟𝑜𝑛𝑔 𝑚𝑖ề𝑛 𝐼

𝑑𝑖𝑣(ℂ0: 𝜺(𝜉)) =  0                     𝑇𝑟𝑜𝑛𝑔 𝑚𝑖ề𝑛  Ω −  𝐼

𝝃(𝒙)  → 𝑬. 𝒙                                          𝐾ℎ𝑖 |𝑥|  →  ∞

                                      (1) 
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Hình 1. Bài toán hạt đồng nhất (a) và bài toán không đồng nhất (b). 

Tương tự, hệ phương trình bài toán hạt không đồng nhất với sự xuất hiện chênh lệch 

ℂ𝐻 − ℂ0 trong hạt H được biểu diễn như sau: 

{
 

 𝑑𝑖𝑣(ℂ
0: 𝜺(𝜉)) + 𝑑𝑖𝑣 [(ℂ𝐻 − ℂ0): 𝜺 (𝜉)] =  0           𝑇𝑟𝑜𝑛𝑔 𝑚𝑖ề𝑛 𝐻

𝑑𝑖𝑣(ℂ0: 𝜺(𝜉)) =  0                                                 𝑇𝑟𝑜𝑛𝑔 𝑚𝑖ề𝑛  Ω −  𝐻

𝝃(𝒙)  → 𝑬. 𝒙                                                                        𝐾ℎ𝑖 |𝑥|  →  ∞

              (2) 

Các hạt đồng nhất I và không đồng nhất H có dạng hình học tương tự nhau. Điểm khác 

biệt duy nhất của hai bài toán nằm ở số hạng thứ hai của phương trình đầu tiên: Trường ứng 

suất trước (phân cực) pI là biết trước và đồng nhất trong pha hạt I trong khi đó số hạng tương 

ứng ở bài toán hạt không đồng nhất (ℂ𝐻 − ℂ0): 𝜺 (𝜉) là chưa xác định được và không đồng 

nhất trong pha H tại thời điểm ban đầu. 

Xét trường hợp hạt I và H như nhau và có dạng elip tròn xoay (Hình 2): 

 
Hình 2. Điều kiện tương đương giữa bài toán hạt và bài toán không đồng nhất 

dạng elip tròn xoay. 

Hệ phương trình 2 cho một nghiệm biến dạng đồng nhất trong miền I và sau khi cộng 

tác dụng tại mọi điểm là biến dạng đồng nhất E:  

               𝛆I =  𝐄 + 𝐏0: ℂ0: 𝛆L =  𝐄 − 𝐏0: 𝐩I                                             (3) 

Nếu ta chọn 𝐩𝐼 thỏa mãn điều kiện sau:  
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𝐩I = (ℂ𝐻 − ℂ0): 𝛆I                                                (4) 

thì nghiệm của bài toán này sẽ thỏa mãn tất cả các phương trình của hệ phương trình 2.  

Từ 3 và 4 ta rút được phương trình sau: 

 𝐏0: 𝐩I = 𝐏0: (ℂ𝐻 − ℂ0): 𝛆I = 𝑬 − 𝛆I                                      (5) 

Đồng nhất 𝛆I  và 𝛆H ta được 

𝛆H = [𝕀 + 𝐏0: (ℂ𝐻 − ℂ0)]−1: 𝐄                                          (6) 

2.2. Mô hình bão hoà 

Ước tính xấp xỉ trong Mô hình bão hòa được thực hiện với các giả thuyết sau [1]: 

• Vật liệu composite có pha nền (i = 1) và được gia cường bằng các pha hạt (i = 2, 3,...n). 

Trong đó tất cả các pha đều có ứng xử đàn hồi tuyến tính và đồng nhất. 

• Khoảng cách giữa các pha hạt được coi là đủ lớn để bỏ qua tương tác giữa các hạt. 

• Vật liệu composite chịu một biến dạng vĩ mô ở vô hạn là E. 

Với tensor Eshelby đã được xác định cho các pha hạt [3] thì tensor định vị biến dạng 

của pha hạt thứ i và pha nền 1 được tính như sau [6] 

𝔸(𝑖) = ℂ(𝑖): [𝕀 + ℙ(𝑖): (ℂ(𝑖) − ℂ(1))]
−1

                                                (7) 

𝔸(1) =
1

𝑓1
(𝕀 − ∑ 𝑓𝑖ℂ

(𝑖): [𝕀 + ℙ(𝑖): (ℂ(𝑖) − ℂ(1))]
−1𝑛

𝑖=2 )                       (8) 

trong đó fi là tỉ lệ thể tích của từng pha trong composite. Thay các công thức kể trên vào 

công thức đồng nhất hoá theo mô hình bão hoà [9] ta có tensor độ cứng đồng nhất của 

composite theo phương pháp bão hòa như sau: 

ℂ𝐷𝐼𝐿
ℎ𝑜𝑚 = 𝑓1ℂ

(1): 𝔸(1) + ∑ 𝑓𝑖ℂ
(𝑖): [𝕀 + ℙ(𝑖): (ℂ(𝑖) − ℂ(1))]

−1𝑛
𝑖=2          (9) 

ℂ𝐷𝐼𝐿
ℎ𝑜𝑚 = ℂ(1) + ∑ 𝑓𝑖(ℂ

(𝑖) − ℂ(1)): [𝕀 + ℙ(𝑖): (ℂ(𝑖) − ℂ(1))]
−1𝑛

𝑖=2         (10) 

Trong trường hợp vật liệu tổng hợp cấu thành bởi hai vật liệu đàn hồi đồng nhất và đẳng 

hướng tensor độ cứng của vật liệu thành phần có công thức sau: 

                                         ℂ =  

[
 
 
 
 
 
𝐶𝟏𝟏 𝐶𝟏𝟐 𝐶𝟏𝟑
𝐶𝟐𝟏 𝐶𝟐𝟐 𝐶𝟐𝟑
𝐶𝟑𝟏 𝐶𝟑𝟐 𝐶𝟑𝟑

𝐶𝟏𝟒 𝐶𝟏𝟓 𝐶𝟏𝟔
𝐶𝟐𝟒 𝐶𝟐𝟓 𝐶𝟐𝟔
𝐶𝟑𝟒 𝐶𝟑𝟓 𝐶𝟑𝟔

𝐶𝟒𝟏 𝐶𝟒𝟐 𝐶𝟒𝟑
𝐶𝟓𝟏 𝐶𝟓𝟐 𝐶𝟓𝟑
𝐶𝟔𝟏 𝐶𝟔𝟐 𝐶𝟔𝟑

𝐶𝟒𝟒 𝐶𝟒𝟓 𝐶𝟒𝟔
𝐶𝟓𝟒 𝐶𝟓𝟓 𝐶𝟓𝟔
𝐶𝟔𝟒 𝐶𝟔𝟓 𝐶𝟔𝟔]
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Trong đó các phần tử khác không của ma trận độ cứng có giá trị 

         𝐶𝟏𝟏 = 𝐶𝟐𝟐 = 𝐶𝟑𝟑 =
(1−)𝐸

(1−2)(1+)
,  𝐶𝟏𝟐 = 𝐶𝟏𝟑 = 𝐶𝟐𝟏 = 𝐶𝟐𝟑 =

 𝐶𝟑𝟏 = 𝐶𝟑𝟐 =
𝐸

(1−2)(1+)
,  𝐶𝟒𝟒 = 𝐶𝟓𝟓 = 𝐶𝟔𝟔 =

𝐸

1+
. 

Với E,  lần lượt là modul đàn hồi và hệ số poisson của vật liệu. 

3. VẬT LIỆU CHẾ TẠO VÀ PHƯƠNG PHÁP THỰC NGHIỆM 

3.1. Vật liệu chế tạo  

Trong nghiên cứu này vật liệu để chế tạo bê tông xi măng gia cường cốt sợi thuỷ tinh 

GFRC bao gồm Xi măng Bút Sơn PC40 thoả mãn các yêu cầu kỹ thuật theo TCVN 2682 : 

2009 [18]. Tro bay Phả Lại loại F với các tính chất cơ lý đạt yêu cầu theo 

TCVN1032:2014 [14].  

 

Hình 3. Biểu đồ cấp phối thành phần hạt hỗn hợp cốt liệu (40% cát mịn + 60% cát nghiền). 

Hỗn hợp cốt liệu bao gồm cát nghiền Hoà Bình và cát mịn Sông Hồng với thành phần 

cấp phối thoả mãn tiêu chuẩn ASTM C33 [11] với thành phần hạt được biểu diễn như Hình 3, 

phụ gia siêu dẻo sử dụng trong nghiên cứu này là Polycarboxylate R- 209.  Nước dùng trong 

nghiên cứu này phù hợp với TCVN 4506-2012 [15]. Cốt sợi thuỷ tinh sử dụng trong nghiên 

cứu là loại kháng kiềm và có một số thông số đặc trưng như sau:  

- Khối lượng riêng 2,7 g/cm3, cường độ kéo đạt 3500MPa 

- Mô dun đàn hồi 72,5 GPa 

- Hệ số poisson 0,23 

- Chiều dài sợi: 1cm 

- Đường kính sợi: 0,02mm 
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3.2. Thiết kế thành phần 

Thành phần bê tông xi măng hạt nhỏ gia cường cốt sợi thuỷ tinh được thiết kế theo 

nguyên tắc về thể tích tuyệt đối [4 -10] đảm bảo tính công tác của hỗn hợp bê tông đối chứng 

đạt trên 260 mm. Bê tông GFRC với các hàm lượng cốt sợi khác nhau từ 0 % đối với bê tông 

đối chứng đến 1,5% theo thể tích cốt sợi nhằm nghiên cứu ảnh hưởng của hàm lượng sợi đến 

mô đun đàn hồi của GFRC được trình bày ở bảng 2.1 dưới đây. 

Bảng 2.1. Thành phần cấp phối cho 1m3 hỗn hợp bê tông. 

Vật liệu 

(Kg) 

Đối 

chứng 

0,1 % Sợi 0,2 % Sợi 0,3 % Sợi 0,5 % Sợi 1 % Sợi 1,5 % Sợi 

Cát thô 870 870 870 870 870 870 870 

Cát mịn 580 579,3 578,6 577,9 577,2 576,6 575,9 

Xi măng 400 399,57 399,15 398,7 398,3 397,87 397,45 

Tro bay 271 270,56 270,14 269,7 269,29 268,87 268,44 

Phụ gia 6,7 6,284 5,86 5,43 5,01 4,58 4,16 

Nước 177,94 177,513 177,09 176,66 176,24 175,81 175,39 

N/CKD 0,35 0,35 0,35 0,35 0,35 0,35 0,35 

3.3. Thực nghiệm xác định các tính chất của GFRC 

Tính công tác của hỗn hợp GFRC được xác định bằng cách đo độ Chảy của hỗn hợp 

qua côn có kích thước: đường kinh đáy lớn 100 mm  0,5 mm, đáy nhỏ 70 mm  0,5 mm, 

chiều cao 60 mm  0,5 mm theo TCVN 3121 – 2: 2003 [16]. Cường độ chịu nén của GFRC 

được xác định thông qua TCVN 3118 – 1993 [17] và mô đun đàn hồi được xác định theo 

ASTM C469 [12]. 

Giá trị thực nghiệm xác định cường độ chịu nén và mô đun đàn hồi ở 28 ngày tuổi của 

các cấp phối bê tông được trình bày ở bảng 2.2 và 2.3 dưới đây: 

Bảng 2.2. Cường độ chịu nén của GFRC ở 28 ngày tuổi. 

Hàm lượng sợi (%) Cường độ chịu nén của mẫu trụ 15X30 cm ở 28 ngày tuổi (MPa) 

0 41,3 

0,1 40,8 

0,2 42,6 

0,3 46,7 

0,5 48,3 

1 49,2 

1,5 50,16 
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Bảng 2.3. Mô đun đàn hồi của GFRC ở 28 ngày tuổi. 

Hàm lượng 

sợi 
0 0,1 0,2 0,3 0,5 1 1,5 

E(GPa) 29,328 29,247 30,410 33,471 32,012 33,525 34,050 

3.4. So sánh kết quả Mô phỏng và thực nghiệm 

Mô phỏng số của mô hình Bão hoà sẽ được thực hiện trên phần mềm matlab: Mô đun 

đàn hồi của bê tông đối chứng E có giá trị 29,329 GPa và hệ số Poisson lấy bằng 0,2; Sợi thuỷ 

tinh có Mô đun đàn hồi là 72,5 GPa và hệ số Poisson 0,23.  

 
Hình 4. Kết quả Mô hình bão hoà so với Biên Voigt và Reuss. 

Các kết quả thu được bằng Mô hình bão hoà nằm hoàn toàn trong Biên Voigt – Reuss [1, 2] khi 

hàm lượng sợi thuỷ tinh nhỏ hơn 1,5% theo thể tích (Hình 4). Các kết quả thu được bằng phương pháp 

Mô phỏng hội tụ tốt khi hàm lượng sợi thấp dưới 0,2 % (Hình 5). Khi hàm lượng sợi từ 0,3% trở lên 

thì các kết quả thu được bằng Mô hình Bão hòa và thực nghiệm có độ vênh tăng lên nguyên nhân ở 

đây có thể do việc nhào trộn (máy móc, quy trình là như nhau với mọi hàm lượng sợi) là chưa được tối 

ưu hoặc việc đúc mẫu (hỗn hợp bê tông với hàm lượng thấp đạt được mức độ tự đầm còn khi hàm 

lượng sợi tăng cao thì cần phải đầm rung khi đúc mẫu) chưa được thống nhất. Do vậy việc chế tạo 

mẫu cần cải thiện ở các nghiên cứu tiếp theo. 

 
Hình 5. So sánh kết quả thu được từ Mô hình Bão hoà và thực nghiệm. 
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4. KẾT LUẬN 

Tăng hàm lượng sợi ảnh hưởng lớn đến tính công tác của hỗn hợp bê tông cốt sợi thuỷ 

tinh cụ thể độ chảy lan đo bằng côn mini đạt 320 mm đối với hỗn hợp đối chứng và không 

chảy lan khi hàm lượng sợi thuỷ tinh trên 0,5%. Việc gia tăng hàm lượng sợi có ảnh hưởng 

tích cực đến cường độ chịu nén của GFRC, khi hàm lượng sợi tăng từ 0,1% đến 1,5% thì Rn ở 

28 cải thiện được từ 5 cho đến 25%. Ảnh hưởng của hàm lượng sợi đến mô đun đàn hồi của 

GFRC thu được bởi thực nghiệm và dự báo bởi mô hình cho cùng xu hướng là có ảnh hưởng 

tích cực làm cải thiện mô đun đàn hồi khi hàm lượng cốt sợi tăng. Tuy nhiên khi hàm lượng 

cốt sợi tăng trên 0,3% thì kết quả thu được từ mô hình dự báo và thực nghiệm có độ sai lệch 

rộng hơn khi ở hàm lượng sợi thấp.  

Để cải thiện khả năng dự báo của mô hình cần phải tính thêm ảnh hưởng của miền chuyển 

tiếp giữ cốt sợi và bê tông, tính đến chiều dài của cốt sợi thuỷ tinh. 
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