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mục tiêu này, chúng ta sử dụng một phương pháp bán giải tích trên cơ sở khai triển chuỗi 
Fourier của trường vận tốc và áp suất. Kết quả thu được bằng phương pháp này được so sánh 
với phương pháp phần tử hữu hạn và một số kết quả nghiên cứu đã công bố trên thế giới.  
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1. ĐẶT VẤN ĐỀ  
Bài toán dòng chảy trong trong các kết cấu vi mô, bao gồm dòng chảy micro, dòng chảy 

nano, xuất hiện trong nhiều lĩnh vực kỹ thuật cũng như khoa học ứng dụng. Ví dụ như dòng 
chảy trong các lỗ rỗng, khe nứt của vật liệu, dòng chảy của chất bôi trơn trong các thiết bị cơ 
khí, dòng chảy trong các cấu trúc vi sinh học tự nhiên cũng như nhân tạo. Về cơ bản những 
dạng dòng chảy kể trên có dạng chảy tầng và thường được mô tả bằng phương trình Stokes. 
Trường nghiệm vận tốc và áp suất của bài toán dòng chảy chất lỏng phụ thuộc chặt chẽ vào 
điều kiên biên tại bề mặt mà ở đó chất lỏng tiếp xúc với chất rắn. Trong cơ học chất lỏng cổ 
điển, người ta coi bề mặt chất rắn là trơn tuyệt đối khi đó vận tốc tại bề mặt này được coi là 
bằng không. Tuy nhiên giả thuyết này không còn đúng nữa khi nghiên cứu các dòng chảy ở 
cấp độ vi mô, ở cấp độ này bề mặt chất rắn thực chất là gồ ghề và giữ lại các bóng khí trên bề 
mặt của nó, làm cho bề mặt tiếp xúc giữa chất lỏng và chất rắn là một bề mặt không đồng 
nhất, bao gồm mặt tiếp xúc lỏng-rắn và lỏng-khí. Điều này kéo theo điều kiện biên của dòng 
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chảy phải được thay thế bằng điều kiện hỗn hợp: (i) trượt tại mặt tiếp xúc lỏng-khí và (ii) 
không trượt tại mặt tiếp xúc lỏng-rắn, hiện tượng này được mô tả trên hình 1. Điều kiện biên 
trượt được đặc trưng bởi một đại lượng gọi là chiều dài trượt cục bộ  Λ ≠ 0 , trong khi đó tại vị 
trí dòng chảy không trượt thì  Λ = 0 .  

Tuỳ thuộc vào tính chất gồ ghề của bề mặt chất rắn mà tại mặt tiếp xúc lỏng-khí độ lớn 
của chiều dài trượt cục bộ có thể biến động. Vì vậy để đại diện cho toàn bộ điều kiện biên hỗn 
hợp nói trên cần một đại lượng gọi là chiều dài trượt có hiệu, đại lượng này đặc trưng cho 
điều kiện biên của chất lỏng chảy trên bề mặt chất rắn gồ ghề ở cấp độ vĩ mô, ở cấp độ này bề 
mặt chất rắn gồ ghề được đồng nhất hoá và thay thế bằng một bề mặt phẳng tuy nhiên vận tốc 
của dòng chạy tại đây là khác không và khác với giả thuyết về điều kiện biên của dòng chảy 
trong cơ học chất lỏng cổ điển. Liên quan đến chủ đề này đã có rất nhiều nghiên cứu, có thể 
kể đến như công trình của Priezjev và cộng sự năm 2005 [1], Teo và Khoo năm 2009 [2], 
Balyaev và Vinogradova năm 2010 [3], Ng và Wang năm 2010 [4], Zhou và cộng sự năm 
2012, 2013 [5,6], Feuillebois và cộng sự năm 2009, 2010 [7,8], Vinogradova và Balyaev năm 
2011 [9] Asmolov và cộng sự năm 2013 [10],  Kumar và cộng sự năm 2016 [11]. Trong các 
công trình nêu trên các nhà nghiên cứu thường tập trung vào một trong hai loại dòng chảy phổ 
biến là Couette và Poiseuille, đối với dòng Couette chiều dài trượt có hiệu không bị ảnh 
hưởng bởi chiều cao khe còn đối với dòng Poiseulle giá trị chiều dài trượt có hiệu biến thiên 
theo sự biến thiên của chiều cao khe. Các kết quả mà họ thu được là lời giải cho trường hợp 
bề mặt gồ ghề dạng rãnh dọc, rãnh ngang, dạng cột hoặc lỗ vuông, tròn, dạng bề mặt này 
được đặc trưng bởi chiều dài trượt là hằng số. Asmolov đã nghiên cứu đối với trường hợp bề 
mặt gồ ghề đặc trưng bởi chiều dài trượt biến thiên hình sin tuy nhiên dòng chảy chất lỏng là 
dòng Couette. Kumar và cộng sự cũng đã nghiên cứu dòng chảy trên bề mặt có chiều dài trượt 
biến thiên theo hàm số cosine, thế nhưng nghiên cứu này chỉ giải quyết bài toán dòng chảy 
ngang. Vì vậy nhóm nghiên cứu nhận thấy rằng trường hợp dòng chảy Poiseuille dọc và 
ngang theo rãnh gồ ghề dạng hình cosine là vấn đề cần được giải quyết trong khuôn khổ bài 
báo này. 

Nghiên cứu này quan tâm đến trường hợp dòng chảy Poiseuille trong khe giới hạn bởi hai 
mặt phẳng trong đó bề mặt trơn phía trên được đặc trưng bởi điều kiện không trượt, ngược lại 
bề mặt gồ ghề phía dưới lại có giá trị chiều dài trượt cục bộ biến thiên theo hàm số cosine. 
Mục tiêu chính của bài toán này bao gồm: Một là đồng nhất hoá bề mặt gồ ghề này thành một 
bề mặt phẳng nhưng được đặc trưng bởi một giá trị chiều dài trượt có hiệu. Hai là xác định 
các đặc trưng của dòng chảy tại mọi điểm tương ứng với điều kiện biên trượt biến thiên nói 
trên. Để đạt được hai mục tiêu kể trên một phương pháp bán giải tích được sử dụng trên cơ sở 
kết hợp khai triển chuỗi Fourier và rời rạc hóa bề mặt trên phương diện hình học.                      

2. MÔ TẢ BÀI TOÁN VÀ THIẾT LẬP PHƯƠNG TRÌNH 

Mô hình nghiên cứu của bài toán được mô tả như sau: Trong không gian Cartesian 
O − x̂ŷẑ  xem xét một dòng chảy tầng (tuân theo phương trình Stokes) trong một khe được tạo 
bởi hai bề mặt song song, lần lượt đặt tại vị trí ẑ = 0  và ẑ = H . Mặt trên có cấu tạo không 
thấm và trơn tuyệt đối, điều kiện biên của chất lỏng tiếp xúc với bề mặt này được đại diện 
bằng giá trị chiều dài trượt ΛH = 0 . Ngược lại bề mặt dưới có cấu tạo gồ ghề dạng rãnh lượn 
sóng và điều kiện tiếp xúc của chất lỏng tại đây được đặc trưng bởi chiều dài trượt Λ ≠ 0  biến 
thiên theo hàm số cosine. Dòng chảy chất lỏng trong khe này được sinh ra bởi một gradient áp 
suất ∇P = (−σ ,0,0)  xem xét trong hai trường hợp sau: (i) theo phương vuông góc với rãnh, 
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(ii) theo phương song song với rãnh. Hai trường hợp này được gọi tên tương ứng là dòng chảy 
ngang và dòng chảy dọc. Mô hình bài toán được minh họa trên hình 1, trong đó nửa hình bên 
trái tương ứng với trường hợp dòng chảy ngang, nửa hình bên phải tương ứng với trường hợp 
dòng chảy dọc. 

 
Hình 1. Mô hình dòng chảy trong khe. 

Giá trị chiều dài trượt cục bộ được biểu diễn cho hai trường hợp của dòng chảy thông 
qua biểu thức dưới đây 

 Λ( x̂, ŷ) =
Λ0 1+ acos(2π x̂ / L)⎡⎣ ⎤⎦
Λ0 1+ acos(2π ŷ / L)⎡⎣ ⎤⎦

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 , (1) 

trong đó L là chiều dài bước sóng gồ ghề, a là hệ số biên độ lấy giá trị từ 0 đến 1, Λ0  là giá trị 
biên độ chiều dài trượt. Ở đây nhận thấy rằng mô hình bài toán có tính chất tuần hoàn nên 
chúng ta chỉ cần xem xét một khối chất lỏng tính toán đơn vị U có hình dạng và kích thước 
được biểu diễn trên hình 2.  

 
Hình 2. Miền chất lỏng tính toán. 

Nhằm mục đích biểu diễn các phương trình dưới dạng không thứ nguyên, chúng ta lựa 
chọn L, σL2/µ, σ lần lượt là độ lớn đơn vị của chiều dài, vận tốc và gradient áp suất với µ là 
độ nhớt của chất lỏng. Như vậy phương trình Stokes mô tả dòng chảy sẽ được viết dưới dạng 
không thứ nguyên như sau: 

 ΔV(x) = ∇p(x) ,  (2) 
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 ∇⋅V(x) = 0  , (3) 

trong đó V(x), p(x) lần lượt là trường vận tốc và áp suất của dòng chảy. Biểu thức (1) viết lại 
như sau 

 λ(x, y) =
λ0 1+ acos(2π x)⎡⎣ ⎤⎦
λ0 1+ acos(2π y)⎡⎣ ⎤⎦

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
, (4) 

với λ  và λ0  là chiều dài trượt cục bộ và biên độ chiều dài trượt không thứ nguyên.  

Nghiệm của phương trình Stokes (2) và (3) giới hạn trong phạm vi miền chất lỏng tính 
toán U (hình 2) thoả mãn tính chất tuần hoàn tại bốn mặt bên được biểu diễn bằng khai triển 
chuỗi Fourier như các thức dưới đây 

 
u(x, y, z) = − z

2

2
+ hbz
2(h+ b)

+ h2b
2(h+ b)

+ cos(α nx)Un0(z)
n=1

∞

∑

+ cos(βm y
m=1

∞

∑ )U0m(z)+ cos(α nx)
m=1

∞

∑
n=1

∞

∑ cos(βm y)Unm(z),
  (5) 

              v(x, y, z) = sin(α nx)
m=1

∞

∑
n=1

∞

∑ sin(βm y)Vnm(z),   (6) 

              w(x, y, z) = sin(α nx)Wn0(z)
n=1

∞

∑ + sin(α nx)
m=1

∞

∑
n=1

∞

∑ cos(βm y)Wnm(z),   (7) 

            p(x, y, z) = −x + p0 + sin(α nx)Pn0(z)
n=1

∞

∑ + sin(α nx)
m=1

∞

∑
n=1

∞

∑ cos(βm y)Pnm(z),   (8) 

trong đó h,b lần lượt là chiều cao khe và chiều dài trượt có hiệu không thứ nguyên. Chúng ta 
nhận thấy rằng ở biểu thức (5) đại lượng chiều dài trượt có hiệu cần tìm là một thành phần của 
biểu thức nghiệm, điều này đã được chứng minh trong nghiên cứu của Tran và cộng sự năm 
2017 [12]. Dạng của các hàm số đối với biến z: Un0(z) , U0m(z) , Unm(z) , Vnm(z) , Wn0(z) , 

Wnm(z) , Pn0(z) , Pnm(z)  là chưa biết, chúng được xác định thông qua việc thay biểu thức 
nghiệm (5-8) vào phương trình Stokes (2) và (3) rồi giải hệ các phương trình vi phân thu được 
dạng nghiệm như sau 

      Pn0(z) = A1ne
−αnz + A2ne

αnz ,Pnm(z) = D1nme
−γ nmz + D2nme

γ nmz ,   (9) 

 Un0(z) = B1n −
A1n
2
z

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
e−αnz + B2n +

A2n
2
z

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
eαnz ,U0m(z) = H1me

−βmz + H2me
βmz ,   (10) 

      Unm(z) = E1nm −
α nD1nm
2γ nm

z
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
e−γ nmz + E2nm +

α nD2nm
2γ nm

z
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
eγ nmz ,   (11) 
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       Vnm(z) = F1nm +
βmD1nm
2γ nm

z
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
e−γ nmz + F2nm −

βmD2nm
2γ nm

z
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
eγ nmz ,   (12) 

       Wn0(z) = C1n +
A1n
2
z

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
e−αnz + C2n +

A2n
2
z

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
eαnz ,   (13) 

       Wnm(z) = G1nm +
D1nm
2
z

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
e−γ nmz + G2nm +

D2nm
2
z

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
eγ nmz .   (14) 

Trong đó γ nm
2 =α n

2 + βm
2  và hệ số trong biểu thức hàm số là chưa biết. Lưu ý rằng vận tốc của 

dòng chảy phải thỏa mãn điều kiện biên tại mặt trên và mặt dưới theo các biểu thức sau 

                    u(x, y,h) = v(x, y,h) = w(x, y,h) = w(x, y,0) = 0,   (15) 

 u(x, y,0) = λ(x, y)u,z (x, y,0),v(x, y,0) = λ(x, y)v,z (x, y,0).   (16) 

Các biểu thức vận tốc (5-7) phải thoả mãn các điều kiện (15) và (16), từ đó chúng ta thu 
được hệ 2 phương trình với 1+ 2N + 2N 2  ẩn số như sau 

         
b + cos

n=1

∞

∑ (α nx)(κ1n
(x ) − λ!1n

(x ) )Â1n + cos
m=1

∞

∑ (βmy)(θ1m
(x ) − λϑ1m

(x ) )Ĥ1m

+ cos
m=1

∞

∑
n=1

∞

∑ (α nx)cos(βmy)(1− λε1nm
(x ) )Ê1nm + cos

m=1

∞

∑
n=1

∞

∑ (α nx)cos(βmy)(1− λε2nm
(x ) )Ê2nm = λ

  (17) 

 sin
m=1

∞

∑
n=1

∞

∑ (α nx)sin(βmy)(ς1nm
(y) − λε1nm

(y) )Ê1nm + sin
m=1

∞

∑
n=1

∞

∑ (α nx)sin(βmy)(ς 2nm
(y) − λε2nm

(y) )Ê2nm = 0   (18) 

trong đó b, Â1n , Ĥ1m , Ê1nm , Ê2nm  là những ẩn số cần xác định, chúng được liên hệ với các hệ 
số trong các phương trình từ (9) đến (14) bằng biểu thức sau 

 Â1n , Ĥ1m , Ê1nm , Ê2nm{ } = 2(h+ b)h2
A1n ,H1m ,E1nm ,E2nm{ },   (19) 

κ1n
(x ) ,!1n

(x ) ,θ1m
(x ) ,ϑ1m

(x ) ,ε1nm
(x ) ,ε2nm

(x ) ,ς1nm
( y ) ,ε1nm

( y ) ,ς 2nm
( y ) ,ε2nm

( y )  là các hàm số tường minh đối với giá trị chiều 
dày khe không đơn vị h. Để tìm các ẩn số trong phương trình (17) và (18) chúng ta sử dụng 
phương pháp rời rạc hoá bề mặt thành các điểm cục bộ và tạo ra 1+ 2N + 2N 2  phương trình 
tương ứng với số ẩn để đủ điều kiện giải hệ. Giải thích sâu hơn về phương pháp rời rạc hóa bề 
mặt có thể tìm thấy trong nghiên cứu của Ng và Wang năm 2010 [4], của Tran năm 2017 [12]. 

Một khi đã có được nghiệm của hệ phương trình (17), (18) chúng ta có thể dễ dàng xác 
định được giá trị chiều dài trượt có hiệu và các đặc trưng vật lý của dòng chảy Stokes. 

3. KẾT QUẢ SỐ VÀ PHÂN TÍCH 

Hệ phương trình sinh ra từ hai phương trình (17), (18) không thể giải được nghiệm tường 
minh, chính vì thế chúng ta tiến hành giải số một vài trường hợp cụ thể (gọi tên lần lượt là các 
trường hợp 1, 2, 3, 4) với các số liệu được trình bày trong bảng 1 và 2:  



Transport and Communications Science Journal, Vol 70, Issue 4 (10/2019), 279-288 

285 

Bảng 1. Thông số đầu vào cho các trường hợp giải cụ thể. 

Đại lượng Trường hợp 1 Trường hợp 2 Trường hợp 3 Trường hợp 4 

a  0 ÷1 0 ÷1  0 ÷1  0 ÷1 

h  1 0,1 1 0,1 

λ0  0,1 0,1 1 1 

Bảng 2. Thông số mô phỏng so sánh bằng phương pháp PTHH. 

Đại lượng Trường hợp 1 Trường hợp 2 Trường hợp 3 Trường hợp 4 

a  0 ÷1 0 ÷1  0 ÷1  0 ÷1 

H  16 µm   1,6 µm   16 µm   1,6 µm   

Λ0  1,6 µm  1,6 µm  16 µm  16 µm  

Hình 3, 4, 5 biểu diễn sự biến thiên của giá trị chiều dài trượt có hiệu b khi a thay đổi từ 0 
đến 1 tương ứng cho hai trường hợp dòng chảy theo hướng ngang (hình 3, 4) và dọc (hình 5) 
đối với rãnh. Chúng ta dễ dàng nhận thấy rằng nghiên cứu này cho kết quả khá sát với phương 
pháp phần tử hữu hạn cũng như kết quả đã công bố của Asmolov và cộng sự năm 2013 [10], 
của Kumar và cộng sự năm 2016 [11], các so sánh này có chỉ số đánh giá sự chính xác R2 (R-
square) nằm trong khoảng 0.9983÷1 . Điều này chứng tỏ tính hiệu quả của phương pháp trình 
bày trong bài báo này. Từ hình 3, 4, 5 chúng ta cũng rút ra nhận xét rằng: (i) khe càng hẹp thì 
giá trị chiều dài trượt có hiệu càng nhỏ, (ii) bước sóng càng ngắn càng cho giá trị chiều dài 
trượt có hiệu càng nhỏ, điều này đúng với cả hai trường hợp chất lỏng chảy ngang và chảy 
dọc. 

 
Hình 3. Biến thiên chiều dài trượt có hiệu theo bước sóng trong trường hợp dòng chảy ngang và so 

sánh với phương pháp phần tử hữu hạn. 
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Hình 4. Biến thiên chiều dài trượt có hiệu theo bước sóng trong trường hợp dòng chảy ngang và so 

sánh với các kết quả đã công bố của Asmolov [10] và Kumar [11]. 

 
Hình 5. Biến thiên chiều dài trượt có hiệu theo bước sóng trong trường hợp dòng chảy và so sánh với 

phương pháp phần tử hữu hạn. 
Sau khi có được giá trị của chiều dài trượt có hiệu, vận tốc của dòng chảy tại mọi điểm có 

thể được xác định và thể hiện trên hình 6, 7. Với chỉ số đánh giá sự chính xác R2 (R-square) 
nằm trong khoảng 0.9979 ÷1, ta có thể kết luận rằng phương pháp nêu ra trong bài báo này 
cho kết quả phù hợp với kết quả từ phương pháp phần tử hữu hạn mà thời gian tính toán tiêu 
tốn ít. Chúng ta nhận thấy rằng do điều kiện biên tại mặt trên là trơn tuyệt đối nên vận tốc của 
dòng chảy tại đây luôn luôn bằng không, ngược lại điều kiện biên tại mặt dưới là trượt và 
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chiều dài trượt cục bộ biến thiên theo hàm số cosine do đó giá trị vận tốc tại từng điểm khác 
nhau trên mặt dưới là khác nhau kéo theo biên dạng vận tốc tại mỗi điểm trên mặt phẳng nằm 
ngang có giá trị và hình dạng thay đổi. 

 
Hình 6. Phân bố vận tốc theo chiều cao của khe ứng với dòng chảy ngang. 

 
Hình 7. Phân bố vận tốc theo chiều cao của khe ứng với dòng chảy dọc. 

4. KẾT LUẬN 

Bài báo này đã giải quyết được bài toán đồng nhất bề mặt gồ ghề dạng rãnh hình sin và 
thay thế nó bằng một bề mặt phẳng đặc trưng bởi một giá trị chiều dài trượt có hiệu. Sau khi 
có được chiều dài trượt có hiệu đặc trưng của dòng chảy có thể được tính toán tại bất kì điểm 
nào trên miền chất lỏng đang xét. Toàn bộ kết quả nói trên có được là nhờ sự kết hợp giữa 
việc khai triển chuỗi Fourier của biểu thức nghiệm phương trình Stokes và phương pháp rời 
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rạc hóa bề mặt biên dòng chảy. Ở đây các kết quả thu được chỉ dành cho trường hợp bề mặt 
gồ ghề dạng hình sin theo một chiều, trường hợp bề mặt gồ ghề dạng hình sin theo hai chiều 
cũng là một chủ đề đáng được quan tâm trong thời gian sắp tới.  
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