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Tóm tắt. Bài báo sử dụng lý thuyết phase field, lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất và phương 

pháp phần tử hữu hạn để phân tích dao động của tấm chữ nhật có vết nứt ở tâm. Tấm làm 

bằng vật liệu có cơ tính biến thiên (functionally graded materials – FGM) với quy luật phân 

bố thể tích theo hàm mũ và chiều dày tấm thay đổi tuyến tính. Để kiểm tra độ tin cậy của 

thuật toán và chương trình tính, kết quả số được so sánh với bài báo uy tín đã công bố. Bài 

báo khảo sát ảnh hưởng của vết nứt (chiều dài, góc nghiêng), chỉ số mũ vật liệu và tỉ lệ chiều 

dày của tấm tới tần số dao động riêng của tấm. Cuối bài báo, trình bày một vài hình ảnh về 

dạng dao động của tấm khi có vết nứt. 

 

Từ khóa: Tấm FGM, chiều dày thay đổi, vết nứt, dao động tự do, phần tử hữu hạn, lý thuyết 

phase field. 

© 2019 Trường Đại học Giao thông vận tải 

1. ĐẶT VẤN ĐỀ  

Trong thực tế, vật liệu có cơ tính biến thiên (FGM) đã được sử dụng nhiều trong các 

ngành kỹ thuật cao do các đặc tính ưu việt của nó. Tuy nhiên, trong quá trình sản xuất, sử 

dụng, các kết cấu làm bằng vật liệu FGM có thể xuất hiện vết nứt làm ảnh hưởng đến khả 

năng làm việc của kết cấu. Những năm gần đây, đã có một số nhóm tác giả nghiên cứu về vấn 

đề này. S Natarajan và cộng sự [1] đã sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn mở rộng để tính 

toán tần số dao động tự nhiên của tấm FGM có vết nứt. Sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc 
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cao và phương pháp đẳng hình học mở rộng, Loc V Tran và cộng sự [2] đã phân tích dao 

động của tấm FGM có nứt. Gần đây, nhóm tác giả Phuc P.M và Duc N.D [3] đã nghiên cứu 

ảnh hưởng của vết nứt tới ổn định của tấm FGM chiều dày thay đổi, có vết nứt ở tâm. 

Khi nghiên cứu về tấm chữ nhật có chiều dày thay đổi, nhóm tác giả Shufrin I [4] đã phân 

tích được dao động tự do của tấm bằng các lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất và lý thuyết biến 

dạng cắt bậc cao. Michele Bacciocchi và cộng sự [5] sử dụng phương pháp vi phân tổng quát 

để phân tích dao động của tấm và vỏ có chiều dày thay đổi. Nhóm tác giả Phuc P.M và cộng 

sự [6] đã sử dụng lý thuyết Phase-Field và phương pháp phần tử hữu hạn để tính ổn định cho 

tấm chữ nhật (bằng vật liệu đồng nhất) chiều dày thay đổi có vết nứt. 

Theo hiểu biết của tác giả thì chưa có tác giả nào nghiên cứu về dao động tự do của tấm 

FGM chiều dày thay đổi và có vết nứt ở tâm. Bài báo sẽ tập trung tính toán tham số tần số dao 

động của tấm phụ thuộc vào tỉ lệ các cạnh tấm, chiều dài và góc nghiêng vết nứt và chỉ số mũ 

của vật liệu. 

2. LÝ THUYẾT BIẾN DẠNG CẮT BẬC NHẤT CỦA TẤM FGM VÀ LÝ THUYẾT 

PHASE FIELD 

Ở đây, vật liệu FGM phân bố theo quy luật hàm lũy thừa [7]. Mô đun đàn hồi và hệ số 

poisson phân bố theo chiều dày tấm theo công thức: 

1 1
( ) ( ) ,  ( ) ( )

( ) 2 ( ) 2

n n

m c m m c m

z z
E z E E E z

h x h x
   

   
= + − + = + − +   

   
 với 0n      (1) 

Sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất của Reissner-Mindlin, chuyển vị ở mặt cắt giữa 

tấm được tính theo công thức [8]: 

0

0

0

( , , ) ( , ) ( , )
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y

u x y z u x y z x y
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Trong đó , ,u v w  tương ứng là chuyển vị tại điểm bất kỳ theo các trục x, y, z; ,x y  là góc 

quay trong mặt xz và yz; 
0 0 0, ,u v w  là chuyển vị tại mặt giữa tấm.  

Trường biến dạng của tấm như sau:    
εε ε

γγ 0

bp

s

z    
= +     

     

                    (3) 

Quan hệ ứng suất biến dạng:               
0
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s
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Năng lượng biến dạng của tấm: 
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2
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Trong đó:                
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Trong cơ học phá hủy, lý thuyết Phase-field với biến Phase-field [3, 6, 8, 10], s, nhận các 

giá trị liên tục từ 0 đến 1. Trong đó, giá trị 0 của biến Phase-field chỉ trạng thái vật liệu bị phá 

huỷ hoàn toàn; giá trị 1 chỉ trạng thái vật liệu bình thường. Khi biến nhận giá trị giữa 0 và 1 ta 

nói vật liệu khu vực đó đang trong trạng thái mềm hoá (softening). Trạng thái này được hiểu 

như quá trình hình thành các micro-crack trong vật liệu và làm giảm độ cứng của vật liệu. Do 

đó, trong lý thuyết Phase-field, vết nứt được biểu diễn bởi một vùng hẹp có biến đổi trạng thái 

liên tục từ phá huỷ - mềm hoá - bình thường thông qua sự biến đổi liên tục của biến Phase-

field từ 0 đến 1. Chính nhờ sự thể hiện này, trong vật liệu không xuất hiện vùng bất liên tục, 

cho phép ta tính đạo hàm, tích phân một cách dễ dàng trong toàn miền giải tích. Biến phase-

field được đưa vào trong công thức tính năng lượng biến dạng của tấm thông qua hàm s trong 

phương trình (6 - 9) với ngụ ý giảm năng lượng đàn hồi tại vùng có vết nứt về 0. 

Năng lượng biến dạng khi có vết nứt [9]: 
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 Động năng của tấm [8]: 

                           21 1
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Biến phân của hàm Lagrang ( ),L sδ được tính: ( , ) ( , ) ( , )L s T s U s  = −  
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Từ đó, ta có hệ phương trình xác định tần số dao động tự do của tấm có vết nứt: 
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Trong đó hàm ( ) δ  như sau [6, 11] : 
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Ở đây l  là chiều rộng vết nứt; hằng số B=103; ( , )d x y là khoảng cách gần nhất từ điểm 

bất kỳ tọa độ ( , )x y  tới đường biên trong vùng nứt; 
cG là tốc độ giải phóng năng lượng tới hạn 

trong lý thuyết Griffith. 

Giải hệ phương trình (9) sẽ tìm được tần số dao động tự do của tấm. 

3. KẾT QUẢ SỐ 

Ở phần này, phần tử hữu hạn được sử dụng là phần tử tam giác với hàm dạng : 
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Ma trận độ cứng phần tử:  
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Với ma trận biến dạng – chuyển vị nút của phần tử: 
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D là ma trận liên hệ ứng suất – biến dạng 

Ma trận khối lượng phần tử: 
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Hình 1. a) Phần tử tam giác; b) Phần tử tam giác được làm giàu tại lân cận vùng nứt. 

b) a) 
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Hình 1a thể hiện phần tử tam giác với diện tích Ωe và các đỉnh: 1(x1 , y1); 2(x2 , y2) và 

3(x3 , y3). Hình 1b gồm các phần tử tam giác khi tấm có vết nứt (với chiều dài a= 0,4L) và ở 

lận cận vùng nứt thì số phần tử được làm giàu với tổng phần tử là 4678. 

 

Hình 2. a) Tấm chữ nhật có chiều dày thay đổi tuyến tính; b) Tấm FGM có vết nứt ở tâm. 

3.1. So sánh với bài toán tấm chữ nhật có chiều dày thay đổi 

Trong phần này, các thông số của tấm L=H=0.5m, E = 70GPa, chiều dày tấm thay đổi 

theo hàm bậc nhất 
0(1 / )h h x L= − với 

0 0( ) / ,ah h h = − bốn cạnh liên kết tựa (hình 2a). 

Công thức xác định tần số dao động tự do của tấm 2 2

0 0/ /H h D   = với 

3 2

0 0 / (12(1 )).D Eh = −  Kết quả được so sánh với bài báo của Shufrin [4], sai khác rất nhỏ như 

bảng 1 chứng tỏ độ tin cậy của chương trình tính. 

Bảng 1. Tần số dao động tự do của tấm chiều dày thay đổi tuyến tính. 

Điều kiện biên h0/L Shufrin [4] Bài báo Sai khác 

SSSS 

0.1 1.4504 1.45041 0.001% 

0.2 1.3738 1.37381 0.001% 

0.4 1.1664 1.16645 0.004% 

SSFF 

0.1 0.7201 0.72019 0.012% 

0.2 0.6999 0.69996 0.009% 

0.4 0.6368 0.63676 0.006% 

3.2. So sánh kết quả với bài báo tấm FGM có vết nứt 

Trên cơ sở chương trình tính ở mục 3.1 với tấm làm bằng vật liệu FGM chiều dày 

không đổi 0 =  và có vết nứt chiều dài a góc nghiêng  (hình 2b). Thông số của vật liệu 

FGM (Si3N4/SUS304) [1]: Em=201.04GPa, Ec=348.43GPa, hệ số poisson 0.28,m c = =  

khối lượng riêng 3 38166 / , 2370 / ,m ckg m kg m = =  liên kết tựa trên 4 cạnh (SSSS), tỉ lệ 

chiều dài vết nứt (a/L) thay đổi 0.4; 0.6; 0.8, tần số dao động tự do không thứ nguyên của tấm 

được tính theo công thức 2 / /c cH h E  =  như bảng 2.  

b) 
a) 
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Bảng 2. Tần số dao động tự do không thứ nguyên của tấm FGM vuông  

có vết nứt ở tâm với góc nghiêng 
00 . =  

n a/L Natarajan [1] Bài báo Sai số 

0 

0.4 5.0502 5.2399 3.76% 

0.6 4.7526 4.9405 3.95% 

0.8 4.5636 4.7555 4.21% 

1 

0.4 3.0452 3.08596 1.34% 

0.6 2.8657 2.90947 1.53% 

0.8 2.7518 2.80035 1.76% 

2 

0.4 2.7383 2.75239 0.51% 

0.6 2.5769 2.59507 0.71% 

0.8 2.4747 2.49788 0.94% 

5 

0.4 2.4833 2.49091 0.31% 

0.6 2.3371 2.34866 0.49% 

0.8 2.2445 2.2609 0.73% 

Theo bảng 2 thì sai số của chương trình tính với bài báo của Natarajan [1] là rất nhỏ, 

chứng tỏ chương trình tính có độ tin tưởng cao. Từ đó, chương trình tính được phát triển để 

tính tần số dao động tự do của tấm FGM chiều dày thay đổi có vết nứt như mục 3.3 dưới đây. 

3.3. Dao động tự do của tấm FGM chiều dày thay đổi có vết nứt 

Các thông số của tấm chiều dày thay đổi tuyến tính theo hàm bậc nhất 

0(1 / )h h x L= − với 
0 0( ) / ,ah h h = − tỉ lệ chiều dài vết nứt (a/L) thay đổi từ 0.2 đến 0.8 

(hình 3); tấm bằng vật liệu FGM (Si3N4/SUS304): Em=201.04GPa, Ec=348.43GPa, hệ số 

poisson 0.28,m c = =  khối lượng riêng 3 38166 / , 2370 / ,m ckg m kg m = =  liên kết tựa 

trên 4 cạnh (SSSS), tần số dao động tự do không thứ nguyên của tấm được tính 

2 2

0 0/ /H h D   = với 3 2

0 0 / (12(1 )).D Eh = −   

 

Hình 3. Tấm FGM chiều dày thay đổi tuyến tính và có vết nứt ở tâm. 

Bảng 3 cho ta thấy, khi tỉ lệ cạnh của tấm (L/H) càng cao thì tần số dao động tự do của 

tấm càng giảm. Vết nứt càng dài (a/L tăng) làm độ cứng của tấm giảm dẫn đến tần số dao 

động giảm. 
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Bảng 3. Tần số dao động tự do của tấm FGM chiều dày thay đổi  

có vết nứt khi tỉ lệ cạnh tấm thay đổi với h0/ha=1.5; n=5; α=00; SSSS. 

a/L 

Tỉ lệ cạnh của tấm L/H 

0.5 1 1.5 2 3 

0 6.9543 2.78873 2.00244 1.71769 1.49418 

0.2 6.91277 2.7234 1.90559 1.59396 1.33055 

0.4 6.82548 2.58532 1.71326 1.35752 1.02979 

0.6 6.72786 2.44396 1.5337 1.15336 0.80705 

0.8 6.65664 2.34822 1.41984 1.02981 0.67835 

Tham số tần số   được tính cho tấm FGM hình vuông khi chiều dày (h) và chỉ số mũ (n) 

thay đổi (hình 4).  

 

 



Transport and Communications Science Journal, Vol 70, Issue 2 (08/2019), 122-131 
 

130 

 
Hình 4. Tần số dao động tự do của tấm FGM chiều dày thay đổi có vết nứt phụ thuộc chỉ số mũ n; 

chiều dài vết nứt và tỉ lệ chiều dày tấm. 

Ta thấy rằng, khi tỉ lệ chiều dày (h0/ha) tăng, làm độ cứng của tấm giảm, do vậy tần số 

dao động (tỉ lệ thuận với tham số tần số  ) cũng giảm theo. Khi chiều dài vết nứt tăng, làm 

độ cứng của tấm giảm và dẫn tới tần số dao động giảm theo. Rõ ràng rằng, đối với vật liệu 

FGM thì chỉ số mũ (n) càng cao thì vật liệu FGM đó có tỉ lệ kim loại càng nhiều (theo biểu 

thức (1)), do vậy khi n tăng thì độ cứng của tấm giảm làm cho tần số dao động cũng giảm 

tương ứng. 

Một số hình ảnh về 5 dạng đầu tiên của tấm FGM chiều dày thay đổi và có vết nứt: 

   

 
 

Hình 5. Hình ảnh 5 dạng dao động đầu tiên của tấm FGM chiều dày thay đổi, có nứt                    

(L=1.25H; h0/ha=1.5; n=5; a/L=0.8; α=0; SSSS). 

Mode 1  Mode 2 Mode 3 

Mode 4 Mode 5 
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4. KẾT LUẬN 

Bài báo đã sử dụng lý thuyết Phase-field trong cơ học phá hủy và lý thuyết biến dạng cắt 

bậc nhất để nghiên cứu dao động tự do tấm FGM chiều dày thay đổi có vết nứt. Kết quả số chỉ 

ra rằng với trường hợp đã xét: (i) khi tăng chiều dài vết nứt thì tần số dao động tự do của tấm 

sẽ bị giảm xuống; (ii) khi tăng chỉ số mũ của vật liệu (n) thì tần số dao động tự do của tấm 

giảm; (iii) khi tăng tỉ lệ chiều dày tấm (h0/ha), tần số dao động tự do của tấm giảm. Kết quả 

này sẽ là định hướng cho các nghiên cứu về dao động tự do của tấm FGM khi vết nứt phát 

triển. 
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