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Tóm tắt. Với lý thuyết dầm Bernoulli, bài báo nghiên cứu dao động tự do của dầm  cơ tính 

biến thiên có kích thước nano và lỗ rỗng vi mô. Tính chất vật liệu được giả thiết thay đổi theo 

chiều dầy dầm. Bài báo dùng lý thuyết đàn hồi không địa phương để xây dựng các phương 

trình vi phân cân bằng và chuyển động của các kết cấu dầm nano có lỗ rỗng vi mô. Sử dụng 

phương pháp phần tử hữu hạn thiết lập phương trình chuyển động cho dầm, từ đó tính toán 

các tham số tần số dao động của dầm. Ảnh hưởng của các tham số không địa phương, tham số 

lỗ rỗng, tham số phân bổ vật liệu đến đặc tính dao động của dầm được nghiên cứu và thảo 

luận trong bài báo. 

 

Từ khóa: dầm nano có cơ tính biến thiên, lý thuyết không địa phương, lỗ rỗng vi mô, dao 

động tự do, phương pháp phần tử hữu hạn. 

© 2019 Trường Đại học Giao thông vận tải 

1. ĐẶT VẤN ĐỀ  

Vật liệu có cơ tính biến thiên (FGM) là vật liệu composite được tạo thành từ hai vật liệu 

thành phần với tỷ lệ thể tích thay đổi theo một hay nhiều hướng không gian nào đó. Vật liệu 

này được sử dụng rộng rãi trong các lĩnh vực như công nghệ hàng không, vũ trụ, hóa học, 

thiết bị máy, công nghệ hạt nhân. Ngày nay, vật liệu FGM còn được áp dụng và thiết kế vào 

các hệ thống thiết bị cơ - điện tử micro/nano. Các kết cấu như  tấm, dầm có kích  thước nano 

được sử dụng rộng rãi trong lĩnh vực cơ điện tử, y học và chế tạo sensors. Nghiên cứu đặc 

trưng và ứng xử cơ học của kết cấu có kích thước nano nói chung, dầm nano nói riêng hiện 

thu hút được sự quan tâm của nhiều nhà khoa học trong nước và trên thế giới.  
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Lý thuyết đàn hồi cổ điển dựa trên liên hệ liên tục với giả thiết rằng ứng suất tại một điểm 

là hàm của biến dạng tại điểm đó. Tuy nhiên đối với kết cấu có kích thước nano thì có tính 

đến ảnh hưởng của kích thước (size effect), do đó lý thuyết đàn hồi cổ điển không đủ để mô tả 

chính xác các ứng xử của kết cấu nano. Vì thế, lý thuyết đàn hồi không địa phương do 

Eringen đề xuất đầu tiên [1-4] với giả thiết rằng ứng suất tại một điểm là hàm của biến dạng 

tại tất cả các điểm xung quanh đó. Lý thuyết này được sử dụng để xây dựng các phương trình 

vi phân cân bằng và chuyển động của các kết cấu nano. Sử dụng phương pháp giải tích, 

Reddy [6] đã nghiên cứu các ứng xử như uốn, phân tích ổn định và dao động của dầm thuần 

nhất theo lý thuyết không địa phương với các lý thuyết dầm khác nhau bao gồm các lý thuyết 

dầm: Euller-Bernoulli, Timoshenko, Reddy và Levinson. Nghiệm giải tích đối với bài toán 

uốn, dao động và vồng sử dụng lý thuyết không địa phương đã cho thấy ảnh hưởng của các 

tham số không địa phương tới độ võng, tần số riêng của dầm thuần nhất. Simsek [7] đã đưa ra 

nghiệm giải tích đối với bài toán uốn và phân tích ổn định của dầm nano FGM dựa trên lý 

thuyết dầm Timoshenko. Ngoài ra, phương pháp phần  tử  hữu  hạn cũng được sử dụng để 

tính toán dầm có kích thước nano. Trong đó có nghiên cứu của  Eltaher và các cộng sự [9, 10] 

đã phân tích dao động của dầm Euler – Bernoulli nano đồng nhất một vật liệu và dầm nano 

FGM bằng phương pháp phần tử hữu hạn(PTHH).  

Trong bài báo này, tác giả nghiên cứu tham số tần số của dầm tựa giản đơn, dầm được 

làm từ vật liệu có cơ tính biến thiên không hoàn hảo do có lỗ rỗng vi mô. Bằng phương pháp 

phần tử hữu hạn, ảnh hưởng của tham số không địa phương, tham số lỗ rỗng, tham số vật liệu 

đến tham số tần số của dầm được nghiên cứu chi tiết trong bài báo. 

2. PHƯƠNG TRÌNH CHUYỂN ĐỘNG 

Trong Hình 1 minh họa dầm FGM kích thước nano và có lỗ rỗng vi mô chiều dài L, chiều 

rộng b , chiều dày h . Hệ trục tọa độ xác định như ở Hình 1. Đáy của dầm làm hoàn toàn bằng 

kim loại và mặt trên của dầm làm bằng vật liệu gốm. 

Dầm nano FGM có lỗ rỗng vi mô cấu thành từ hai vật liệu là gốm và kim loại với tỉ phần 

thể tích biến đổi theo chiều dày theo quy luật [11]: 

1
( ) ( ) ( )

2 2

n

c m m c m

z
P z P P P P P

h

 
= − + + − − 

 
                              (1) 

trong đó ,c mP P   tương ứng là tính chất hiệu dụng vật liệu gốm và kim loại,  là tham số lỗ 

rỗng của vật liệu, n là tham số vật liệu, z là biến thay đổi theo chiều dày dầm .            

 
Hinh 1. Mô hình dầm FGM kích thước nano và lỗ rỗng vi mô. 
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Từ công thức (1), mô đun đàn hồi Young ( )E z , mật độ khối ( )z  của dầm nano FGM viết 

dưới dạng sau: 

1
( ) ( ) ( )

2 2

1
( ) ( ) ( )

2 2

n

c m m c m

n

c m m c m

z
E z E E E E E

h

z
z

h




     

 
= − + + − − 

 

 
= − + + − − 

 

                         (2) 

Trong (2), Ec, Em, ρc, ρm tương ứng là mô đun đàn hồi, mật độ khối của gốm và kim loại. 

Theo lý thuyết dầm  Euler-Bernoulli, chuyển vị dọc trục u  và chuyển vị ngang w  tại điểm 

bất kỳ trên dầm biểu diễn dưới dạng như sau: 

0
0

0

( , , ) ( , ) ,

( , , ) ( , ),

w
u x z t u x t z

x

w x z t w x t


= −



=

                                      (3) 

trong đó 
0 0,u w  lần lượt là thành phần chuyển vị dọc trục và chuyển vị ngang tại mặt giữa 

dầm. Theo giả thuyết biến dạng nhỏ, các thành phần biến dạng biểu diễn bởi  

2
0 00 0

2xx xx

u wu
z z

x x x
  

 
= = − = −

  
                              (4) 

trong đó 

2
0 00 0

2
,xx

u w
k

x x


 
= =

 
; 

0

xx  là kí hiệu của biến dạng dọc trục và 
0

k kí hiệu biến 

dạng uốn. Theo nguyên lý Hamilton, phương trình chuyển động xác định theo phương trình 

sau: 

( )
2

1

0
t

U T dt
t

 − =                                                      (5) 

trong đó U là biến phân của năng lượng biến dạng đàn hồi, T  là biến phân của động năng. 

Các thành phần này biểu diễn như sau 

( )0 0 ,
0

xx

L
U N M dx  = −                                            (6) 

Trong đó 
/2

( )
/2

xx

h
N b z dz

h
= 

−
 là lực dọc trục và 

/2

/2

( )

h

xx

h

M b z z dz
−

=   là momen uốn 

2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
11 12 22

0

L u u w w u w u w w w
T I I I dx

t t t t t x t t x t x t x t

   


            
= + − + +    

                 
   (7) 
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trong đó các thành phần 
11 12 22, ,I I I  là các momen khối lượng được tính bởi: 

( ) ( )
/2

2

11 12 22

/2

, , 1, , ( )

h

h

I I I b z z z dz
−

=                                    (8) 

Thay (6), (7) vào (5) ta được phương trình chuyển động: 

2 3

0 0
11 122 2

2 3 42

0 0 0
11 12 222 2 2 2 2

u wN
I I

x t x t

w u wM
I I I

x t x t x t

 
= −

   

  
= + −

     

                                (9) 

Theo Eringen [1-4], tensor ứng suất không địa phương biểu diễn đối với kết cấu dầm có kích 

thước chiều dày và chiều rộng bé hơn rất nhiều so với chiều dài như sau: 

2 2 2 0(1 ) ;
e a

l
l

  −  = =t                                          (10) 

trong đó, 0e  là hằng số thích hợp đối với từng vật liệu, a và l tương ứng là các kích thước đặc 

trưng bên trong và bên ngoài. Đối với dầm Euler–Bernoulli, phương trình (10) viết dưới dạng: 

2

2
( )xx

xx xxE z
x


  


− =


                                               (11) 

trong đó 
2 2

0e a =  được gọi là tham số không địa phương. Từ phương trình (11), với việc 

tích phân hai vế thu được biểu thức biểu diễn nội lực dọc trục và biểu thức đối với momen 

như sau 

2
0 0

11 122

2
0 0

12 222

xx

xx

N
N A A k

x

M
M A A k

x

 

 


− = −




− = −



                                        (12) 

11 12,A A  và
22A

 
trong phương trình (12) tương ứng là độ cứng dọc trục, độ cứng tương hỗ 

dọc trục – uốn và độ cứng chống uốn được xác định như sau: 

( ) ( ) ( )2 2

11 12 22

/2
, , ( ) 1, , ( ) 1, ,

/2

h
A A A E z z z dA b E z z z dz

A h
= = 

−
                   (13) 

Thế (9) vào phương trình (12)  ta tìm được kết quả đối với nội lực N  và momen M  và thay 

chúng vào (6) được kết quả thay vào (5) ta có: 
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2

1

2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0
11 22 12 122 2 2 2

0

2 2 3 4

0 0 0 0 0 0
11 11 122 2 2 2 2

3 2 4 2

0 0 0 0 0
12 22 112 2 2 2 2

)
Lt u u w w w u u w

A A A A
t x x x x x x x x

w w u u w u
I I I

t x x t x x t x

u w w w u
I I I

x t x x t x

   

  
 

 
 

       
+ − − 

       

     
− + −

       

    
− + −

     





 
 
 

0 0 0

2 2 2 2

0 0 0 0 0 0
12 12 22 0

u w w

t t t t

u w u w w w
I I I dxdt

t x t t x t x t x t



  

  
+

   

     
+ + − =

         

 
 
 





 (14)
 

Sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn để phân tích dao động tự do của dầm. Để thực 

hiện điều này, ta chia dầm làm nELE phần tử có độ dài ‘l’ bằng nhau. Mỗi phần tử gồm hai 

nút. Sử dụng hàm dạng tuyến tính và hàm dạng Hermite để nội suy chuyển vị dọc trục và 

chuyển vị ngang của dầm. Sau khi thay các chuyển vị vào phương trình chuyển động (14) và 

tích phân cho toàn miền ta được phương trình chuyển động cho dao động tự do của dầm có 

dạng: 

0+ =MD KD                                                  (15) 

trong đó M  là ma trận khối lượng tổng thể của dầm kích thước nano; K  là ma trận độ cứng 

tổng thể của dầm. D là vectơ chuyển vị nút tổng thể  

3. KẾT QUẢ SỐ 

Bài báo thực hiện so sánh kết quả tham số tần số cơ bản của dầm FG kích thước nano với 

kết quả của Eltaher[10] đã công bố trước đó. Các số liệu và công thức tính tham số tần số cho 

dầm nano được lấy theo tài liệu [10]. Từ Bảng 1, nhận thấy rằng kết quả thực hiện trong bài 

báo là sát với các kết quả của Eltaher[10]. Điều này cho thấy chương trình tính toán và việc 

xây dựng mô hình phần tử hữu hạn đối với dầm nano FGM là đáng tin cậy. 

Bảng 1. Kết quả so sánh tham số tần số cơ bản với Eltaher [10]  

với điều kiện biên tựa đơn tại hai đầu (=0, L/h=20). 

n=0 n=1 n=5 

µ Bài báo [10] Bài báo [10] Bài báo [10] 

1 9,4062 9,4238 6,6669 6,7631 5,6639 5,7256 

2 9,0102 9,0257 6,3863 6,4774 5,4255 5,4837 

3 8,6604 8,6741 6,1384 6,2251 5,2148 5,2702 

4 8,3483 8,3607 5,9172 6,0001 5,027 5,0797 

5 8,0678 8,0789 5,7184 5,7979 4,858 4,9086 
       

Sau khi thực hiện so sánh thì bài báo tiến hành các tính toán số cụ thể để minh họa tính 

chính xác và hữu hiệu của phần tử xây dựng được. Dầm có chiều dài L=10, chiều rộng b=1, 

và chiều cao h. Dầm làm từ vật liệu Nhôm oxit và SUS304, các tính chất vật liệu của Nhôm  
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oxit (Al2O3): Ec=390(GPa), ρc=3960(kg/m3), và SUS304 có tính chất vật liệu: Em=210(GPa), 

ρm=7800(kg/m3).  
 
Tham số tần số của dầm nano FGM được xác định theo công thức 

2
/c cL A E Ii i  =                                             (16) 

trong đó i là tần số thứ i của dầm, A là diện tích mặt cắt ngang của dầm và 
3

/ 12I bh=  là 

momen quán của dầm. 

Bảng 2. Tham số tần số của dầm nano có lỗ rỗng vi mô (L/h=20, =1, =0,1). 

 i n=0 n=0,1 n=0,2 n=0,5 n=1 n=5 n=10 

i=1 9,0795 8,4718 8,0138 7,1452 6,4552 5,4877 5,2410 

i=2 32,1349 29,9813 28,3581 25,2806 22,8375 19,4207 18,5500 

i=3 61,8274 57,6753 54,5459 48,6137 43,9094 37,3591 35,6921 

i=4 93,3925 87,0989 82,3507 73,3449 66,2058 56,3387 53,8797 

i=5 103,7875 97,5181 92,7269 83,2778 74,9911 60,7918 57,8099 

Bảng 2 minh họa năm tham số tần số đầu tiên của dầm FG có kích thước nano và lỗ rỗng 

vi mô. Nhìn vào bảng 2, tham số tần số tăng dần từ tham số tần số đầu tiên đến tham số tần số 

thứ năm bất kể tham số vật liệu tăng dần từ 0 đến 10. Ngoài ra, khi tham số vật liệu tăng nhẹ 

thì tham số tần số giảm dần và giảm mạnh khi n=10, điều này nhận thấy cho tất cả năm tham 

số tần số trong bảng. 

 

Hình 2. Mối quan hệ giữa tham số tần số cơ bản và tham số vật liệu của dầm nano FG  khi cho một 

vài giá trị của tham số địa phương(L/h=20). 

Hình 2 minh họa mối quan hệ giữa tham số tần số cơ bản và tham số vật liệu khi cho  bốn 

giá trị của tham số địa phương (=1,2,3,4). Hình vẽ chỉ ra rằng khi tham số địa phương tăng 
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dần, tham số tần số cơ bản của dầm nano FGM cũng giảm dần. Tham số vật liệu càng tăng thì 

tham số tần số càng giảm. Khi n tăng từ 0 đến 2 tham số tần số giảm mạnh, n tăng từ 2 đến 

10, tham số tần số giảm từ từ. Từ hai hình nhận thấy dầm nano FGM hoàn hảo (=0) có tham 

số tần số cao hơn dầm FGM không hoàn hảo (=0.2).  

 
Hình 3. Mối quan hệ giữa tham số vật liệu và tham số tần số cơ bản của dầm nano FGM khi  

cho một vài giá trị của tham số lỗ rỗng (L/h=20). 

Hình 3 minh họa mối quan hệ giữa tham số vật liệu và tham số tần số cơ bản của dầm khi 

cho bốn giá trị của tham số lỗ rỗng (=0,0.1,0.2,0.3). Hình vẽ đã chỉ rõ khi tham số lỗ rỗng 

tăng nhẹ thì tham số tần số lại giảm dần bất kể tham số địa phương tăng dần. Đặc biệt, khi 

tham số lỗ rỗng cao hơn thì tham số tần số giảm càng nhanh hơn. Điều này cũng dễ hiểu, khi 

tham số lỗ rỗng tăng thì dầm càng mềm đi dẫn đến tham số tần số giảm đi.  

4. KẾT LUẬN 

Bài báo đã phân tích dao động tự do của dầm nano FGM có lỗ rỗng vi mô bằng lý thuyết 

dầm Euler-Bernoulli và lý thuyết đàn hồi không địa phương do Eringen đề xuất. Bằng phương 

pháp phần tử hữu hạn, phương trình chuyển động cho dầm nano có lỗ rỗng vi mô đã được 

thiết lập. Dưới sự hỗ trợ của phần mềm Maple và Matlap, ảnh hưởng của các tham số vật liệu 

(n), tham số không địa phương (), tham số lỗ rỗng () đến tham số tần số đã được tính toán 

và minh họa chi tiết qua hình vẽ. Tham số không địa phương đóng vai trò quan trọng trong 

phân tích dao động của dầm nano, khi tham số địa phương tăng dần thì tham số tần số của 

dầm nano cũng tăng dần lên. 
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