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Abstract. This investigation is concerned with the numerical modeling of the slow viscous 
flow through the single fracture in a porous material using the boundary element method. In 
the present work, the hydraulic behavior is described by the 2D Stokes equation for both the 
cracked and uncracked domains. By combining the decomposition solution method and 
boundary discretization scheme, we obtain first the velocity field and the other fuid quantities 
everywhere in the computational domain, then we use these solutions to calculate the 
effective permeability for fractured porous media. The results for the velocity field 
determined by the present method are shown to agree well with the numerical ones  obtained 
by the finite element method. 
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Tóm tắt. Bài báo này liên quan đến việc mô phỏng số dòng chảy của chất lỏng nhớt trong vết 
nứt đơn xuất hiện trong môi trường vật liệu rỗng bằng cách sử dụng phương pháp phần tử 
biên. Trong nghiên cứu này, ứng xử thuỷ lực tại vết nứt và miền chưa nứt được miêu tả bởi 
phương trình Stokes trong không gian hai chiều. Bằng cách kết hợp phương pháp phân ly 
nghiệm số và sơ đồ rời rạc hoá biên miền tính toán, chúng ta thu được trước hết là lời giải cho 
trường vận tốc và các đặc tính khác của dòng chảy tại mọi nơi trên miền tính toán, sau đó sử 
dụng kết quả này để xác định độ thấm có hiệu của môi trường rỗng có chứa vết nứt. Kết quả 
cho trường vận tốc tính toán bằng phương pháp này cho thấy sự phù hợp với kết quả số xác 
định bằng phương pháp phần tử hữu hạn. 

Từ khóa: vật liệu rỗng bị nứt, phương pháp phần tử biên, phương pháp phân ly nghiệm, độ 
thấm có hiệu. 

© 2020 Trường Đại học Giao thông vận tải 

1. ĐẶT VẤN ĐỀ  
Vật liệu tự nhiên hay nhân tạo sử dụng trong lĩnh vực xây dựng nói chung và lĩnh vực 
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xây dựng công trình giao thông nói riêng đa phần được xác định là loại vật liệu rỗng. Chúng 
có thể được xem là loại vật liệu gồm hai thành phần: (i) Pha rắn, còn gọi là pha nền hay bộ 
khung, pha rắn có thể được cấu tạo từ một hay nhiều loại vật liệu có tính chất cơ lý khác nhau. 
(ii) Pha rỗng nằm xen kẽ trong pha nền và được lấp đầy bởi khí hoặc chất lỏng. Đối với vật 
liệu rỗng vết nứt xuất hiện ở nhiều cấp độ và với quy mô khác nhau, chúng ảnh hưởng đáng 
kể đến đặc tính của dòng chảy trong môi trường rỗng này, kéo theo tác động đến tính thấm 
tổng thể của vật liệu. Do vậy sự hiểu biết về dòng chảy qua vết nứt của môi trường rỗng là 
một chủ đề nghiên cứu được nhiều nhà khoa học trong các lĩnh vực kỹ thuật quan tâm những 
năm gần đây. 

Bởi vết nứt xuất hiện một ngẫu nhiên nên hình dạng và quy mô cũng rất đa dạng, tuỳ 
thuộc vào cấp độ không gian khi xem xét dòng chảy trong vết nứt mà các nghiên cứu trên thế 
giới có thể vận dụng các mô hình vết nứt khác nhau. Tuy nhiên trong bài báo này nhóm tác 
giả giới hạn phạm vi nghiên cứu vào mô hình vết nứt đơn dạng kênh phẳng song song, dạng 
mô hình này đã được nhắc đến trong các công bố của Zimmerman và Bodvarsson [1], của 
Ranjith và Darlington [2], của Lee và cộng sự [3], của Chen và cộng sự [4], của Liu [5], của 
Hudson và Liu [6], của Trần Anh Tuấn và Nguyễn Đình Hải [7]. Trong mô hình này các vết 
nứt tự nhiên sẽ được thay thế bằng vết nứt có độ mở rộng bằng hằng số được miêu tả theo sơ 
đồ biểu diễn trên hình 1. 

 

Hình 1. Mô hình dòng chảy trong khe. 

Để phân tích đặc trưng của dòng chảy trong môi trường rỗng có chứa vết nứt người ta 
có thể sử dụng nhiều dạng phương pháp tính toán như mô hình giải tích, mô hình số, mô hình 
thực nghiệm. Trong nghiên cứu này, nhóm nghiên cứu lựa chọn sử dụng phương pháp phần tử 
biên để mô phỏng đặc tính của dòng chảy trong khe nứt đơn dạng kênh phẳng song song. 
Phương pháp này đã thể hiện sự thành công trong việc mô tả dòng chảy của chất lỏng không 
nén được trong một vài nghiên cứu trước đây, có thể kể đến như nghiên cứu của Higdon [8], 
của Staben và cộng sự [9-10], của Tlupova và Cortez [11], của Jasen và cộng sự [12]. Phương 
pháp phần tử biên là một trong những phương pháp số hiệu quả nhất khi xử dụng để giải các 
phương trình tích phân biên (boundary integral equation – BIE). Trong phương trình tích phân 
biên của bài toán dòng chảy trường nghiệm được biểu diễn dưới dạng hàm tích phân của các 
ẩn số bao gồm lực và vận tốc trên biên, các ẩn số này còn được gọi là các giá trị biên. Các giá 
trị biên này được xác định bằng cách giải một hệ phương trình tuyến tính, hệ này được xây 
dựng trên cơ sở các điều kiện biên của bài toán dòng chảy chất lỏng. Một khi đã biết các giá 
trị biên này, các đại lượng đặc trưng cho dòng chảy (như vận tốc và áp suất) tại mọi điểm trên 
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miền chất lỏng xem xét được tính toán thông qua phương trình tích phân miêu tả nghiệm 
tương ứng.  

Đặc điểm khác biệt cơ bản giữa phương pháp phần tử biên và phương pháp phần tử hữu 
hạn (một phương pháp phân tích số khả phổ biến hiện nay) đó là khi sử dụng phương pháp 
phần tử biên người ta chỉ cần rời rạc hoá biên mà không cần chia lưới trên toàn miền tính 
toán, do vậy trong một số trường hợp việc lập trình phân tích bằng phương pháp này có thể 
giảm nhẹ được khối lượng công việc cho máy tính. Hình 2 mô tả sự khác biệt căn bản của 
phương pháp phần tử biên so với phương pháp phần tử hữu hạn.  

 

Hình 2. Mô hình rời rạc hoá của phương pháp phần tử biên so với phương pháp PTHH. 

2. MÔ HÌNH BÀI TOÁN VÀ THIẾT LẬP PHƯƠNG TRÌNH 

Từ mô hình khe nứt trong môi trường vật liệu rỗng biểu diễn trên hình 1, chúng ta nhận 
thấy rằng dòng chảy trong khe nứt là dạng dòng chảy hỗn hợp trong ba miền gồm miền dòng 
chảy tự do ở giữa (chính là dòng chảy trong khe), bên trên và dưới là hai miền môi trường 
rỗng. Để mô phỏng miền môi trường rỗng trong không gian hai chiều người ta có thể sử dụng 
mô hình các hạt không thấm có dạng hình tròn bố trí tuần hoàn, mô hình này cũng đã được sử 
dụng trong các công bố của Rajesh và cộng sự [13], của Wang [14], của Alcocer và Signh 
[15], của Matsumura và Jackson [16], của Chamsri và Bennethum [17] và của Fabricius và 
cộng sự [18]. Trên cơ sở đó mô hình xem xét bài toán được nhóm nghiên cứu đề xuất như mô 
tả trong hình 3. Trong đó miền tính toán được giới hạn bởi hai bề mặt không thấm đặt tại hai 

vị trí   ŷ = 0  và   ŷ = Ĥ  trong không gian Cartesian   O − x̂ŷẑ , khe nứt có độ mở rộng   ĥ , miền 

vật liệu rỗng được mô phỏng bởi hệ thống nhân tròn không thấm bố trí tuần hoàn hai chiều 
dạng vuông với bước tuần hoàn là L  (tức là khoảng cách giữa hai nhân tròn liên tiếp theo cả 
hai phương). Trong mô hình này chiều cao của miền tính toán được biểu diễn như sau 

   Ĥ = n× L+ ĥ,   (1) 
trong đó n là số nhân tuần hoàn theo phương   ŷ . Dòng chảy chất lỏng qua mô hình này được 

sinh ra bởi một gradient áp suất có giá trị trung bình (giá trị ở cấp độ vĩ mô)  〈∇ρ̂〉 = (−σ ,0,0) . 
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Hình 3. Mô hình dòng chảy trong khe nứt của vật liệu rỗng. 

Chúng ta nhận thấy rằng dòng chảy có tính chất tuần hoàn theo phương   x̂  nên không 
nhất thiết phải xem xét toàn bộ miền tính toán mà chỉ cần quan tâm đến miền tính toán đơn vị 
đặc trưng Ω với kích thước và hình dạng được biểu diễn trên hình 3 phía bên phải. Để biểu 
diễn và tính toán các đại lượng dưới dạng không thứ nguyên, chúng ta lần lượt chọn lựa L, 
σL2/µ, σ là độ lớn đơn vị của chiều dài, vận tốc và gradient áp suất trong đó µ là độ nhớt của 
chất lỏng chảy qua môi trường vật liệu rỗng. Phương trình Stokes mô tả dòng chảy dưới dạng 
không thứ nguyên sẽ được biểu diễn như sau 

   Δv(x) = ∇ρ(x) ,  (2) 

   ∇⋅v(x) = 0  , (3) 

trong đó v(x), ρ (x) lần lượt là ký hiệu trường vận tốc và áp suất không thứ nguyên, phương 
trình (3) mô tả đặc tính không nén được của dòng chất lỏng, trong hai phương trình (2), (3) 
các ký hiệu  Δ,∇,∇⋅  lần lượt là các ký hiệu của toán tử Laplace, gradient và divergence.  

Hơn nữa dòng chảy của chất lỏng phải thoả mãn điều kiện không thấm, không trượt tại 
hai bề mặt (phía trên, phía dưới) và bề mặt của các nhân nằm trong phạm vi miền tính toán U. 
Điều kiện này được biểu diễn dưới dạng phương trình như sau 

 
    
v(x) = 0 ∀x ∈∂Ω ≡ ∂ΩT ∪ ∂ΩB ∪ ∂Ω( i)

i=1

n

∑ ,   (4) 

trong đó   ∂Ω
T ,∂ΩB ,∂Ω( i)  lần lượt là biên trên, biên dưới và biên của nhân tuần hoàn thứ-i 

trong miền Ω .  

Do bài toán xem xét là tuyến tính nên để xác định kết quả của bài toán đặt ra chúng ta 
trước tiên sử dụng giải pháp phân ly nghiệm số, tức là tách nghiệm ra thành hai thành phần 
như sau 

    v(x) = uP(x)+ u(x)   và     ρ(x) = pP(x)+ p(x),  (5) 

ở đây    u
P(x) ≡ (uP(x),vP(x)) ,    p

P(x)  là trường vận tốc và áp suất của phần dòng chảy đồng 
nhất cụ thể là của dòng chảy Poiseuille, trong khi đó    u(x) ≡ (u(x),v(x)) ,    p(x)  là trường vận 
tốc và áp suất của trường dòng chảy nhiễu phát sinh do sự tồn tại của bề mặt trên, dưới và các 
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nhân tuần hoàn. Trường vận tốc và áp suất của dòng chảy Poiseuille đối với bài toán xem xét 
trong bài báo này có phương trình biểu diễn dưới đây 

 
   
uP(x) = − y2

2
+ H × y

2
, vP(x) = 0, pP(x) = −x + p0 ,   (6) 

trong đó H, p0 là chiều cao không thứ nguyên và giá trị áp suất ban đầu đặt tại biên miền chất 
lỏng tính toán. Trường vận tốc và áp suất nhiễu được thiết lập trên cơ sở sử dụng phương 
pháp phần tử biên, ở đây có một lưu ý rằng nhờ giải pháp phân ly nghiệm số mà trong bài 
toán này không cần thiết phải rời rạc hoá toàn bộ biên của miền tính toán mà chỉ cần rời rạc 
biên trên, biên dưới và biên tại vị trí tiếp xúc với các nhân tuần hoàn, do vậy giảm được đáng 
kể số lượng phần tử biên, kéo theo việc giảm nhẹ khối lượng tính toán. Theo đó, trường vận 
tốc và áp suất nhiễu được biểu diễn theo các phương trình tích phân biên như sau 

 
    
ε(x0 )u(x0 ) = − 1

4π
t(x) ⋅S

∂Ω
∫ (x − x0 )dl(x)− 1

4π
u(x) ⋅

∂Ω
∫ [!(x − x0 ) ⋅n(x)]dl(x),   (7) 

 
   
ε(x0 ) p(x0 ) = 1

4π
t

∂Ω
∫ (x) ⋅ f (x − x0 )dl(x)+ 1

4π
u(x)

∂Ω
∫ ⋅[P(x − x0 ) ⋅n(x)]dl(x),   (8) 

trong đó ε  là hằng số phụ thuộc vào vị trí điểm   x0 ,  ε = 1  nếu   x0 nằm trong miền chất lỏng 

tính toán,  ε = 1/ 2  nếu   x0 nằm trên biên của miền chất lỏng tính toán và  ε = 0  nếu   x0 nằm 
ngoài miền chất lỏng tính toán,    t(x) ≡ (τ ,η),u(x) ≡ (u,v)  lần lượt là vector lực và vận tốc trên 

biên,    
n(x) ≡ (nx ,ny )  là vector pháp tuyến đơn vị với biên và hướng ra ngoài miền chất lỏng 

xem xét. Trong các biểu thức (7-8),   S(x − x0 )  là hàm tensor Green bậc hai của vận tốc hay 

còn gọi là Stokeslet,    !(x − x0 )  là hàm tensor ứng suất Green bậc ba hay còn gọi là stresslet, 

  f (x − x0 )  là hàm vector Green áp suất liên hợp với Stokeslet và   P(x − x0 )  là hàm tensor ứng 
suất Green bậc hai liên hợp với stresslet, biểu thức cụ thể của các hàm này được biểu diễn như 
sau 

 

   

S(x − x0 ) = S(X) =
−A−YAY YAX

YAX −A+YAY

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
, P(X) =

4AXX 4AXY

4AXY 4AYY

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
,   (9) 

   

Txxx Txxy

Txyx = Tyxx Txyy = Tyxy

Tyyx Tyyy

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

(X) =

−4AX − 2YAXY −2AY + 2YAXX

−2AY + 2YAXX 2YAXY

2YAXY −2AY − 2YAXX

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

, f (X) =
2AX

2AY

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

  (10) 

trong đó    X( X ,Y )  là vector hiệu của hai vector   x,x0  và  

 
   
A = A(X) = 1

2
ln cosh(kY )− cos(kX )⎡⎣ ⎤⎦ +

1
2

ln2,   (11) 
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AX = ∂A

∂X
, AY = ∂A

∂Y
, AXX = ∂2 A

∂X 2 , AXY = ∂2 A
∂X ∂Y

, AYY = ∂2 A
∂Y 2 .   (12) 

Tiếp đến phương trình tích phân (7) sẽ được tiến hành giải bằng phương pháp phần tử 
biên theo trình tự cơ bản sau: Toàn bộ biên ∂Ω  được chia thành N phần tử hằng số, gọi tên là 

 
Γ j , khi đó giá trị biên lực và vận tốc là hằng số trên mỗi phần tử. Tiến hành dịch chuyển điểm 

  x0 về biên và đặt lần lượt tại các điểm nút    x0i(i = 1,2,..., N ) , chúng ta thu được   2× N phương 

trình với   4× N  ấn số 
  
τ j ,η j ,uj ,v j{ }  biểu diễn như sau 

 

   

1
2

ui = − 1
4π

τ j Sxx (x j − x0i )
Γ j

∫
j=1

N

∑ dl j −
1

4π
η j Syx (x j − x0i )

Γ j

∫
j=1

N

∑ dl j

− 1
4π

uj Txxx (x j − x0i )nx (x j )+Txxy (x j − x0i )ny (x j )⎡⎣ ⎤⎦
Γ j

∫
j=1

N

∑ dl j

− 1
4π

v j Tyxx (x j − x0i )nx (x j )+Tyxy (x j − x0i )ny (x j )⎡⎣ ⎤⎦
Γ j

∫
j=1

N

∑ dl j ,

  (13) 

 

   

1
2

vi = − 1
4π

τ j Sxy (x j − x0i )
Γ j

∫
j=1

N

∑ dl j −
1

4π
η j Syy (x j − x0i )

Γ j

∫
j=1

N

∑ dl j .

− 1
4π

uj Txyx (x j − x0i )nx (x j )+Txyy (x j − x0i )ny (x j )⎡⎣ ⎤⎦
Γ j

∫
j=1

N

∑ dl j

− 1
4π

v j Tyyx (x j − x0i )nx (x j )+Tyyy (x j − x0i )ny (x j )⎡⎣ ⎤⎦
Γ j

∫
j=1

N

∑ dl j

  (14) 

Ngoài ra các giá trị biên phải thoả mãn phương trình điều kiện biên (4) của bài toán, từ 
đó chúng suy ra   2× N  phương trình điều kiện biên biểu diễn như sau 

   vi = 0     và    
  
ui −

yi
2

2
+

Hyi

2
= 0.  (15) 

Các phương trình (13), (14) và (15) được kết hợp với nhau để tạo thành một hệ phương 
trình với số ẩn bằng số phương trình. Sau khi giải được các ẩn số của hệ, chúng ta thu được 

các giá trị biên    τ1,…,τ N ,ν1,…,νN ,u1,…,uN ,…,v1,…,vN{ } , thay các giá trị này trở lại phương 

trình (7), (8) kết hợp với phương trình (5) và (6) chúng ta có thể xác định được trường vận tốc 
và áp suất tại mọi điểm trên miền chất lỏng. 

Chúng ta cần nhấn mạnh lại rằng từ phương trình (2) trở về sau bài toán được thiết lập, 
biến đổi đối với các đại lượng không thứ nguyên nên tất cả các biểu diễn kết quả trên biểu đồ 
đều không có đơn vị. 
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3. ÁP DỤNG SỐ VÀ PHÂN TÍCH 

 

Hình 4. Biến thiên vận tốc (u&v) theo phương y tại vị trí x=0.1. 

Để chứng minh tính hữu hiệu của phương pháp nêu ra trong nghiên cứu này, chúng ta 
tiến hành giải một vài ví dụ số cụ thể, trong các ví dụ này việc giải số các hệ phương trình nêu 
ra ở mục 2 được thực hiện với sự hỗ trợ của phần mềm toán học Matlab. Ví dụ đầu tiên xem 
xét dòng chảy qua môi trường rỗng có khe nứt với độ mở rộng   h = 0.5 , số nhân tuần hoàn 
theo phương y là   n = 8 , bán kính nhân tuần hoàn  R = 0.25 , để kiểm chứng tính đúng đắn của 
phương pháp đề xuất nhóm tác giả cũng thực hiện song song việc mô phỏng bài toán bằng 
phương pháp phần tử hữu hạn. Các kết quả thu được từ hai phương pháp được đồng thời biểu 
diễn trên hình 4 và hình 5, trong đó hình 4 biểu diễn sự biến thiên vận tốc   u,v  theo phương  y  
còn hình 5 biểu diễn sự biến thiên áp suất, tất cả các giá trị này lấy tại vị trí   x = 0.1 ,  y  biến 
thiên từ 0 đến  H . Trong hai hình này, chú thích trên biểu đồ với ký hiệu BEM đại diện cho 
kết quả từ phương pháp phần tử biên, còn chú thích với ký hiệu FEM là kết quả thu được từ 
phương pháp phần tử hữu hạn.  

 

Hình 5. Biến thiên áp suất theo phương y tại vị trí x=0.1. 
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Quan sát các biểu đồ trên hình 4, 5 chúng ta nhận thấy rằng trường vận tốc và áp suất 
thu được từ phương pháp phần tử biên và phương pháp phần tử hữu hạn là sát nhau chứng tỏ 
tính chính xác của phương pháp nghiên cứu.  

 

Hình 6. Biến thiên vận tốc u theo phương y tại x=0, 0.3, 0.5. 

Hình 6 biểu diễn sự biến thiên vận tốc theo phương x tại một số vị trí   x = 0,0.3,0.5 , còn 
hình 7 biểu diễn sự biến thiên vận tốc theo phương y tại các vị trí   x = 0.2,0.4,0.5 . Trên hai 
hình này, những đoạn đi ngang thể hiện vị trí dòng chảy cắt qua các nhân tròn nên vận tốc tại 
đó bằng không. Hình 8 cung cấp thông tin về đường dòng và trường vận tốc của dòng chảy 
trong phạm vi từ y=3 đến y=5 của miền tính toán đơn vị đặc trưng U, về mặt bản chất các 
thông tin này đều được suy ra từ trường vận tốc tính toán tại tập hợp các điểm trên miền U. 
Các thông tin cung cấp trên các hình từ 6 đến 8 là khá chi tiết về đặc điểm dòng chảy như vận 
tốc theo hai phương x, y, áp suất, dạng đường dòng, trường vector vận tốc. Điều này một lần 
nữa khẳng định có thể sử dụng phương pháp phần tử biên để phân tích đặc trưng dòng chảy 
của chất lỏng trong môi trường rỗng xuất hiện khe nứt. 

 

 Hình 7. Biến thiên vận tốc v theo phương y tại vị trí x=0.2, 0.4, 0.5. 
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Hình 8. Biểu diễn dạng đường dòng (trái) và trường vector vận tốc (phải). 

Ví dụ thứ hai hướng đến mục tiêu xác định độ thấm có hiệu theo chiều dọc vết nứt của 
khối vật liệu rỗng. Từ phương trình thấm Darcy dạng không thứ nguyên biểu diễn dưới đây  

    u(x0 ) = −K∇ρ(x0 ),   (16) 

chúng ta có thể suy ra độ thấm tổng thể (độ thấm có hiệu) theo phương vết nứt của toàn bộ 
khối vật liệu rỗng bằng biểu thức sau 

 
   
K eff =

〈u(x0 )〉
〈∇ρ(x0 )〉

   với    
   
〈u(x0 )〉 = 1

Ω
u(x0 )dS(x0 )

Ω
∫ .   (17) 

Hình 9 phía trái biểu diễn sự biến thiên độ thấm có hiệu theo độ rỗng của vật liệu rỗng, phía 
phải thể hiện sự biến thiên của nó khi có sự thay đổi độ mở rộng vết nứt, biểu đồ cho thấy sự 
phù hợp về xu hướng: khi độ mở rộng vết nứt và độ rỗng tăng lên đồng nghĩa với độ thấm có 
hiệu của khối vật liệu cũng tăng lên. 

  

Hình 9. Biến thiên độ thấm có hiệu theo độ rỗng (trái) và độ mở rộng khe nứt (phải). 

4. KẾT LUẬN 

Trong nghiên cứu này, đặc trưng dòng chảy trong khe nứt của môi trường vật liệu rỗng đã 
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được phân tích một cách chi tiết bằng phương pháp phần tử biên, chúng cũng được kiểm 
chứng bằng phương pháp phần tử hữu hạn do vậy kết quả đưa ra có độ tin cậy khá cao. Trong 
quá trình lập trình số nhóm nghiên cứu đã đưa vào giải pháp phân ly nghiệm số nhằm giảm 
bớt số lượng phần tử biên phải sử dụng, điều này đem lại sự giảm nhẹ về khối lượng tính toán 
cho máy tính. Trên cơ sở trường nghiệm vận tốc, độ thấm có hiệu của vật liệu rỗng phát sinh 
vết nứt đơn được xác định và biểu diễn theo sự biến thiên của độ mở rông vết nứt và độ rỗng. 
Nghiên cứu của nhóm tác giả đã chứng minh tính hiệu quả của phương pháp phần tử biên 
trong việc giải quyết bài toán dòng chảy, đề xuất một sự lựa chọn về phương pháp số cho các 
nghiên cứu sinh, học viên cao học, sinh viên có thể tìm hiểu và sử dụng trong công việc 
chuyên môn của cá nhân. 
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