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Abstract. This investigation is concerned with the numerical modeling of the slow viscous
flow through the single fracture in a porous material using the boundary element method. In
the present work, the hydraulic behavior is described by the 2D Stokes equation for both the
cracked and uncracked domains. By combining the decomposition solution method and
boundary discretization scheme, we obtain first the velocity field and the other fuid quantities
everywhere in the computational domain, then we use these solutions to calculate the
effective permeability for fractured porous media. The results for the velocity field
determined by the present method are shown to agree well with the numerical ones obtained
by the finite element method.
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Tém tit. Bai bao nay lién quan dén viéc mo phong s6 dong chay cua chit long nhét trong vét
nit don xudt hién trong moi trudng vt liéu rdng bang cach sir dung phwong phép phan tir
bién. Trong nghién ciru nay, tng xtr thuy luc tai vét niit va mién chua nit duogc miéu ta boi
phuong trinh Stokes trong khong gian hai chiéu. Bang cach két hop phuwong phép phan ly
nghiém s6 va so d6 roi rac hoa bién mién tinh toan, chung ta thu dugc trudc hét 1a 1o giai cho
truong van tdc va cac dic tinh khéc cua dong chay tai moi noi trén mién tinh toan, sau dé st
dung két qua nay dé xac dinh d6 thAm c6 hiéu ciia moi trudng rong co chua vét nut. Két qua
cho truong vén tdc tinh toan bang phuwong phép nay cho thiy su phu hop voi két qua sé xac
dinh bang phuong phéap phan tir hiru han.

Tir khéa: vt liéu rdng bi niit, phuong phap phan tir bién, phwong phap phan ly nghiém, do
thAm c6 hiéu.

© 2020 Truwong Dai hoc Giao thong vdn tai

1. PAT VAN PE

Vit li€u ty nhién hay nhan tao s dung trong linh vuc xay dung no6i chung va linh vyc
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xay dung cong trinh giao thong noi riéng da phan dwoc xac dinh 1a loai vat liéu réng. Chung
c6 thé duge xem 1a loai vat liéu gom hai thanh phan: (/) Pha rin, con goi la pha nén hay b
khung, pha ran ¢6 thé dugc cAu tao tir mot hay nhiéu loai vat liéu ¢6 tinh chét co 1y khac nhau.
(if) Pha rong ndm xen k& trong pha nén va duoc lap dy boi khi hodc chét 1ong. Di voi vat
lidu rdng vét nut xuat hién & nhidu cAp d6 va véi quy mé khac nhau, chung anh hudéng dang
ké dén dic tinh cua dong chay trong méi truong rdng nay, kéo theo tac dong dén tinh tham
téng thé cua vat liéu. Do vay su hiéu biét vé dong chay qua vét nit ciia méi truong rong 1a
mdt chu dé nghién ctru duge nhidu nha khoa hoc trong cac linh vyc k¥ thuat quan tAm nhimng
nam gan day.

Boi vét niit xuit hién mot ngiu nhién nén hinh dang va quy mé ciing rat da dang, tuy
thudc vao cap do khong gian khi xem xét dong chay trong vét niit ma céc nghién ciru trén thé
giéi c6 thé van dung cac md hinh vét nirt khac nhau. Tuy nhién trong bai bio nay nhém tac
gid gidi han pham vi nghién ctru vao mé hinh vét nit don dang kénh phing song song, dang
md hinh ndy di dwoc nhic dén trong cic cong bd cua Zimmerman va Bodvarsson [1], cua
Ranjith va Darlington [2], cia Lee va cong su [3], cua Chen va cOng su [4], cua Liu [5], ctua
Hudson va Liu [6], ctua Tran Anh Tuin va Nguyén Dinh Hai [7]. Trong mé hinh nay cac vét
nit tu nhién s& duoc thay thé bang vét nirt c6 d6 mo rong bang hiang sé dwoc miéu ta theo so
d biéu dién trén hinh 1.

_— Vét nurt tw nhién

Mi\ﬁ‘g \

Méi trromg réng

Vét nit mé phéng
Hinh 1. M6 hinh dong chay trong khe.

Dé phan tich dic trung ciia dong chay trong méi trudng rdng cd chira vét nit nguoi ta
c6 thé sir dung nhiéu dang phuong phap tinh toan nhur mé hinh giai tich, mé hinh s6, mé hinh
thuc nghiém. Trong nghién ctru nay, nhoém nghién ctru lya chon st dung phuong phéap phan tir
bién dé mo phong dic tinh cia dong chay trong khe nirt don dang kénh phing song song.
Phuong phép nay da thé hién sy thanh cong trong viéc mo ta dong chay cia chit 1ong khong
nén duoc trong mot vai nghién ciru trude ddy, co thé ké dén nhu nghién ctru cua Higdon [8],
cua Staben va cong su [9-10], cua Tlupova va Cortez [11], cua Jasen va cong su [12]. Phuong
phap phan tir bién 1a mot trong nhitng phuwong phap sé hiéu qua nhat khi xtr dung dé giai cac
phuong trinh tich phan bién (boundary integral equation — BIE). Trong phuong trinh tich phan
bién cta bai toan dong chay truong nghiém dugc biéu dién dudi dang ham tich phan ciia cac
an sb bao gém luc va van tdc trén bién, cac an sb nay con dugc goi 1a cc gia trj bién. Cac gia
tri bién nay duoc xac dinh bang cach giai mot hé phuong trinh tuyén tinh, hé nay dugc xay
dung trén co s& cac diéu kién bién cua bai toan dong chay chit 16ng. Mot khi da biét cac gia
tri bién nay, cac dai lugng dac trung cho dong chay (nhu van tde va ap sut) tai moi diém trén
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mién chat 16ng xem xét duoc tinh toan thong qua phuong trinh tich phan miéu ta nghiém
tuong Ung.

Dic diém khac biét co ban giita phuong phap phan tir bién va phwong phap phan tir hiru
han (mot phuong phap phan tich sé kha phd bién hién nay) d6 1a khi sir dung phuong phap
phan tir bién ngudi ta chi can rdi rac hoa bién ma khong can chia ludi trén toan mién tinh
toan, do vy trong mét sb truong hop viée lap trinh phan tich biang phuong phap nay co thé
giam nhe dugc khéi lugng cong viéc cho may tinh. Hinh 2 md ta sy khéac biét can ban cta
phuong phap phan tir bién so voi phuong phap phan tir hitu han.

oQ Phan tir hiru han
Bién vat ly

Nuat
Nut
Phan tir bién
Hinh 2. M6 hinh rdi rac hoa ctia phuong phap phan tir bién so v6i phuong phap PTHH.
2. MO HINH BAI TOAN VA THIET LAP PHUONG TRINH

Tir md hinh khe nut trong méi trudng vat lidu rong biéu dién trén hinh 1, ching ta nhan
thdy rang dong chay trong khe nirt 1a dang dong chay hdn hop trong ba mién gdm mién dong
chay tu do & giira (chinh 14 dong chay trong khe), bén trén va dudi 1a hai mién méi truong
rong. Bé md phong mién méi truong rdng trong khong gian hai chidu ngudi ta co thé st dung
md hinh céc hat khong thim c6 dang hinh tron bd tri tudn hoan, mé hinh nay ciing da duoc st
dung trong cac cong bd cia Rajesh va cong su [13], cia Wang [14], ciia Alcocer va Signh
[15], cua Matsumura va Jackson [16], cia Chamsri va Bennethum [17] va ctua Fabricius va
cong su [18]. Trén co s& d6 mo hinh xem xét bai toan dwoc nhom nghién ctiru dé xudt nhu mo
ta trong hinh 3. Trong d6 mién tinh toan dwgc gidi han boi hai bé mat khong tham dat tai hai
vitri $=0 va p=H trong khong gian Cartesian O— 2, khe nut c6 dd mé rong h, mién
vat liéu rdng dugc mo phong boi hé thdng nhan tron khong thAm b tri tudn hoan hai chiéu
dang vudng véi bude tudn hoan 1a L (tirc 1a khoang cach giira hai nhan tron lién tiép theo ca

hai phuong). Trong mé hinh nay chiéu cao ctia mién tinh todn dugc biéu dién nhu sau

H=nxL+h, (1)
trong d6 n 13 s6 nhan tuan hoan theo phuong 7. Dong chay chét long qua mo hinh nay duoc

sinh ra boi mot gradient ap suat c6 gia tri trung binh (gia tri & cap d6 vi md) (Vp) =(-0,0,0).

126



Transport and Communications Science Journal, Vol 71, Issue 2 (02/2020), 123-134

1y Mién vét lidu réng R®

A VE/?g khe nurt )
7 7 i ]
000 00 POlojc00000 n
000 ocopolojlcooooo
cooogoopololocoooo X
0000 hoooololocoooo L] A

h_] '

COO00OPOOCOBOOED0 6 ©
cooopPooooloocoooo @)
cooolooooololoooooo o
0000Q0000[0000000
o) X @)

Hinh 3. M5 hinh dong chay trong khe nit cua Véﬁé;r(:)ng.

Chung ta nhan thdy riang dong chay c6 tinh chit tuan hoan theo phuong % nén khong

nhét thiét phai xem xét toan bo mién tinh toan ma chi cin quan tdm dén mién tinh toan don vi

dic trung Q véi kich thudc va hinh dang duoc biéu dién trén hinh 3 phia bén phai. Dé biéu

dién va tinh toan cac dai luong dudi dang khong thir nguyén, chung ta lan lwot chon luya L,

oL*/u, 6 1a d6 16n don vi cua chiéu dai, van toc va gradient ap suét trong d6 u 1a d6 nhot cua

chat 16ng chay qua méi trudng vat liéu rong. Phuong trinh Stokes mé ta dong chay dudi dang
khong thtr nguyén s& duoc biéu dién nhu sau

Av(x) = Vp(x), @)

V.v(x)=0, 3)

trong d6 v(x), p(x) lan luot 1a ky hiéu trudng van tdc va ap sudt khong thir nguyén, phuong
trinh (3) md ta dic tinh khong nén duoc cua dong chit 16ng, trong hai phuong trinh (2), (3)
cac ky hiéu A,V,V. 1an luot 14 céc ky hi€u cua toan tur Laplace, gradient va divergence.

Hon nita dong chdy cua chit 10ng phai thoa man diéu kién khong thdm, khong truot tai
hai bé mat (phia trén, phia du¢i) va bé mit caa cac nhan nim trong pham vi mién tinh toan U.
Diéu kién nay duogc biéu dién dudi dang phuong trinh nhu sau

v(x)=0 Vx edQ=0Q" UoQ" U 00", 4)
i=1
trong d6 0Q",0Q% 0Q" 1an luot 14 bién trén, bién dudi va bién cua nhan tudn hoan thi-i
trong mién Q.

Do bai toan xem xét 13 tuyén tinh nén dé xac dinh két qua cuia bai toan dit ra chung ta
trude tién st dung giai phap phan ly nghiém sb, tirc 13 tich nghiém ra thanh hai thanh phan
nhu sau

vx)=u"(x)+u(x) va p(x)=p"(x)+ p(x), (5)
& day u’(x)=u"(x),v"(x)), p"(x) la trudong van tbc va ap suat cua phan dong chay dong
nhit cy thé 13 ciia dong chay Poiseuille, trong khi d6 u(x) = (u(x),v(x)), p(x) la trudng van

toc va ap suat cua truong dong chay nhiéu phat sinh do sy ton tai cua bé mat trén, dudi va cac
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nhan tuan hoan. Trudng van toc va ap suat cua dong chay Poiseuille doi vdi bai toan xem xét
trong bai bao ndy c6 phuong trinh biéu dién dudi day

2

uP(x)=%+—HXy

, V' (X)=0, p"(x)=-x+p,, (6)
trong d6 H, po 1a chidu cao khong thir nguyén va gia tri ap suit ban dau dit tai bién mién chat
16ng tinh toan. Trudng van tdc va ap sudt nhiu dugc thiét 1ap trén co s s dung phuong
phap phan tir bién, & day c6 mot luu ¥ rang nho giai phap phan ly nghiém sb ma trong bai
toan nay khong can thiét phai roi rac hod toan bo bién ctia mién tinh todn ma chi can roi rac
bién trén, bién dudi va bién tai vi tri tiép xtic v6i cac nhan tudn hoan, do vay giam dugc dang
ké s lugng phﬁn t bién, kéo theo viéc giam nhe khéi lugng tinh toan. Theo do, truong van
tdc va 4p sudt nhidu dugc biéu dién theo cac phuong trinh tich phan bién nhu sau

e(x u(x,) ==~ [ €00 S(x=x,)dl(x) = [ w0 HQx=x,)-nMI), ()
0Q 0Q

e(x,)p(x,) = ﬁ j t(x)- f(x—x,)dI(x)+ ﬁ j u(x)-[P(x - x,)- n(x)]d(x), (8)
Q

0
trong 46 € 1a hang s6 phu thudc vao vi tri diém X,, £€=1 néu X, nam trong mién chit long
tinh toan, £=1/2 néu X, nam trén bién ctia mién chit 16ng tinh toan va £ =0 néu X, nam
ngoai mién chit 1ong tinh toan, t(x)=(7,n),u(x)= (u,v) lan luot 13 vector lyc va van toc trén
bién, n(x)=(nn,) la vector phap tuyén don vi v6i bién va huéng ra ngoai mién chat long
xem xét. Trong cac biéu thic (7-8), S(x— x,) 1a ham tensor Green bac hai cta van téc hay
con goi la Stokeslet, Q(x—x;) la ham tensor (mg suit Green béc ba hay con goi 1a stresslet,
f(x—x,) 1a ham vector Green ap suat lién hop voi Stokeslet va P(x — x,) la ham tensor ing

suat Green bac hai lién hgp voi stresslet, bi€u thirc cy thé cua cdc ham nay dugc bi€u dien nhu
sau

—A-YA YA 44 44
S(X - X()) = S(X) = ' * > P(X) = “ o > (9)
YA, —A+YA, 44, 44,
T T, —44,—-2YA,, -2A4,+2YA Yy
X
r,.=T, T,=T, |(X)=| —24,+2Y4,, 2Y4,, , f(X) = y (10)
Y
T, T, 2YA,, —2A4,-2Y4,,
trong d6 X(X,Y) la vector hi¢u cua hai vector x,x; va
1 1
A= AX)= Eln[cosh(kY)— cos(kX) |+ E1112, (11)
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2 2 2
AX:a_A’AY aA’AXX o4 Z’AXY 4 oAy = o4 Sv2 (12)
0X oY 0X 9X9Y’ oY
Tiép dén phuong trinh tich phan (7) s& dugc tién hanh giai bang phuong phap phan tir
bién theo trinh tu co ban sau: Toan bd bién 9Q dugc chia thanh N phan tir hing sb, goi tén 1a

T, khi d6 gié trj bién lyc va van tbc 1a hang s6 trén mdi phin tir. Tién hanh dich chuyén diém
X, vé bién va dit 1an luot tai cac diém nat x,,(i=1,2,..,N), chung ta thu dugc 2Xx N phuong

trinh v&éi 4X N an so {Tj,nj,uj,vj} bicéu dién nhu sau

1 1 N 1 N
E i~ an T’ j S (X/ _XOI)dli _Eznl .[ Syx(xj N XOi)dl_/
T, VN
N
i 2. ujJ.[Tm(Xj—in)nx(x )+T (X, =X, )n (X, )} (13)

T,
J

—iivj 7., = x,)n (x )+ T, (x,=x,)n (x) dL..

4w =S

1 1
=2 S, (=X, )l ——277 jS (x, = x,,)dl .

A 7
_iilujrj[ T.(x,=x)n(x)+T, (x, —xo,)ny(xj)}dl; (14)

2 [, =3, (3, + T, (5, =, ), ()

r.
J

Ngoai ra cac gia tri bién phai thoa man phuong trinh diéu kién bién (4) cta bai toan, tir
d6 chiing suy ra 2x N phuong trinh diéu kién bién biéu dién nhu sau

2
*  Hy.
v.=0 va u.——y’ +—y’

=0. 15
, 55 (15)

Céc phuong trinh (13), (14) va (15) duoc két hop v6i nhau dé tao thanh mot hé phuong
trinh v&i s6 an béng $6 phuong trinh. Sau khi giai dugc cac 4n sd cua hé, chung ta thu dugc
cac gia tri bién {Tl,...,TN,Vl 0 VAR VA 7 1A vN} , thay céc gia tri nay trd lai phuong

trinh (7), (8) két hop v&i phuong trinh (5) va (6) chung ta c6 thé xac dinh dugc trudng vén toc

va ap suat tai moi di€m trén mién chat 1éng.

Chung ta can nhan manh lai rang tir phuong trinh (2) trd vé sau bai toan dugc thiét lap,
bién d6i ddi véi cac dai lugng khong thir nguyén nén tit ca cac biéu dién két qua trén biéu dd

déu khong c6 don vi.
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3. AP DUNG SO VA PHAN TiCH

0.15 T
—u-BEM
— — v-BEM
* u-FEM
0.1 v-FEM ||
8 0.05 ]
0 R —— S 7 N Q -
0.05 I | I | | | I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Hinh 4. Bién thién van toc (u&v) theo phuong y tai vi tri x=0.1.

Dé chirmg minh tinh hitu hiéu ctia phuong phép néu ra trong nghién ctru nay, ching ta
tién hanh giai mot vai vi du sé cu thé, trong cac vi du ndy viéc giai s6 cac hé phuong trinh néu
ra & muc 2 dugc thuc hién véi sy hd tro cua phﬁn mém toan hoc Matlab. Vi du dau tién xem
xét dong chay qua moi truong rong cé khe nit véi d6 mo rong h=0.5, sé nhan tudn hoan
theo phuong y 1a n =8, ban kinh nhan tudn hoan R = 0.25, dé kiém chtg tinh dung dn cia
phuong phap dé xuit nhom tac gia ciing thuc hién song song viéc md phong bai toan bing
phuong phéap phan tir hitu han. Cac két qua thu duoc tir hai phuong phap duoc dong thoi biéu
dién trén hinh 4 va hinh 5, trong d6 hinh 4 biéu dién sy bién thién van téc u,v theo phuong y
con hinh 5 biéu dién sy bién thién ap suét, tat ca cac gia tri nay léy tai vitri x=0.1, y bién
thién tir 0 dén H . Trong hai hinh nay, chii thich trén biéu d6 vé6i ky hiéu BEM dai dién cho
két qua tir phuong phép phan tir bién, con chu thich véi ky hiéu FEM 1a két qua thu dugc tir
phuong phéap phan tir hiru han.

0.2 T \

p-BEM

0.15

0.05

Hinh 5. Bién thién ap suat theo phuong y tai vi tri x=0.1.
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Quan sat cac biéu do trén hinh 4, 5 chiing ta nhan thdy ring trudng véan tdc va ap suit
thu duoc tir phuong phap phan tir bién va phuong phap phan tir hitu han 13 sat nhau chimg t6
tinh chinh xé&c ctia phuong phap nghién curu.

0.2

0.05

Hinh 6. Bién thién van tdc u theo phuong y tai x=0, 0.3, 0.5.

Hinh 6 biéu dién su bién thién van tdc theo phuong x tai mdt s6 vi tri x=0,0.3,0.5, con
hinh 7 biéu dién sy bién thién vén tdc theo phwong y tai cc vi tri x=0.2,0.4,0.5. Trén hai
hinh nay, nhiing doan di ngang thé hién vi tri dong chay cit qua cac nhan tron nén van tdc tai
d6 bang khong. Hinh 8 cung cip thong tin vé dudng dong va trudng van tdc cia dong chay
trong pham vi tir y=3 dén y=5 ctia mién tinh toan don vi ddc trung U, vé mit ban chét cac
thong tin nay déu dugc suy ra tir truong van toc tinh toan tai tap hop cac diém trén mién U.
Céc thong tin cung cp trén cac hinh tir 6 dén 8 13 kha chi tiét vé& dic diém dong chay nhu van
tdc theo hai phuong x, y, 4p sudt, dang dudng dong, trudng vector van toc. Piéu ndy mot 1an
nira khing dinh c6 thé sir dung phuong phép phan tir bién dé phén tich dic trung dong chay
ctia chat 1ong trong méi trudng rdng xut hién khe nut.

0.02 -
—x=0.2
0.015 — = x=0.4
—-=-x=0.5

0.01 -~

Hinh 7. Bién thién van tdc v theo phuong y tai vi tri x=0.2, 0.4, 0.5.
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5

v 5;;;‘\/”;_

45— — 45+

O -0
| v NS -

Hinh 8. Biéu dién dang dudng dong (trai) va trudng vector van tdc (phai).
Vi dy tht hai hudng dén muc tiéu x4ac dinh d6 thAm c6 hiéu theo chiéu doc vét nut cta
khéi vat lidu réng. Tir phuong trinh thdm Darcy dang khong thir nguyén biéu dién dudi day
u(x,)=—-KVp(x,), (16)

ching ta ¢6 thé suy ra d6 tham tong thé (d6 thdm co hiéu) theo phuwong vét nirt ctia toan b
khéi vat lidu réng bang biéu thirc sau

o _ (X))
(Vp(x,))

Hinh 9 phia trai biéu dién sy bién thién do tham c6 hiéu theo d6 rdng cia vat liéu rdng, phia
phai thé hién su bién thién cua no6 khi c¢6 sy thay ddi d6 mo rong vét nurt, biéu dd cho thdy su
phil hop vé xu hudng: khi d6 mo rong vét nit va do rong ting 1én dong nghia véi do tham co
hiéu cua khéi vat liéu ciing ting 1én.

Vo (u(x,)) = ﬁ Ju(x,)ds(x,). (17)

017 : - , : : : . 0.2

0.08

0.02 |

0 1 1 L ! 0 L 1 1 .|
0.3 0.4 0.5 0.6 c 0.7 0.8 0.9 1 0 0.5 1 1.5 2

Hinh 9. Bién thién d6 tham c6 hiéu theo do rong (trai) va d6 mo rong khe nut (phai).
4. KET LUAN
Trong nghién ctru ndy, dic trung dong chay trong khe nirt cia moi trudng vat liéu rong da
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dugc phan tich mot cach chi tiét bang phuwong phap phan tir bién, ching ciing duge kiém
chimg bang phuong phap phan tir hitu han do vay két qua dua ra co do tin ciy kha cao. Trong
qué trinh l4p trinh sb nhom nghién ctru da dua vao giai phap phéan ly nghiém sé nham giam
b6t s6 lwong phan tir bién phai st dung, diéu ndy dem lai sy giam nhe vé khdi luong tinh toan
cho may tinh. Trén co s¢ truong nghi€ém van tdc, dd thadm c6 hiéu cua vat lidu r6ng phat sinh
vét nirt don dugc xac dinh va biéu dién theo su bién thién ciia d6 mo rong vét nit va do rong.
Nghién ctu cta nhom tac gia da ching minh tinh hiéu qua cua phuong phap phan to bién
trong viéc giai quyét bai toan dong chay, dé xuat mot sy lya chon vé phuong phép s6 cho cac
nghién ctru sinh, hoc vién cao hgc, sinh vién cé thé tim hiéu va su dung trong cong viéc
chuyén mon cua cé nhan.

LOI CAM ON

Nghién ctu nay dwoc tai trg boi Quy Phat trién khoa hoc va coéng nghé Québc gia
(NAFOSTED) trong dé tai ma s6 107.02-2017.310.
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