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Abstract. The paper focuses on the calculation of the effective elastic properties of elastic 

layered composite where the interfaces between was assumed perfectly smooth. Under perfect 

interfaces assumption, the displacement vector and the normal component of stress tensor are 

continuous across the interfaces. To achieve this objective, the homogenization technique of 

the laminated composite is applied. This technique is based on the partially inversed and 

reversed behaviour law technique. This allows the determination of the rigidity tensor 

eventually resulting in the classification of laminate’s behaviour. The analytical results 

obtained for the effective elasticity tensor are compared with the Voigt and the Reuss Limits. 
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Tóm tắt. Nghiên cứu này tập trung thực hiện các phép toán nhằm để xác định tensor hệ số 

đàn hồi hiệu quả của vật tổng hợp xếp lớp với liên kết giữa các lớp là trơn và hoàn hảo. Với 

giả thuyết liên kết giữa các lớp hoàn hảo cho thấy vector chuyển vị và thành phần pháp tuyến 

của tensor ứng suất là liên tục khi đi qua mặt phân giới giữa các lớp. Để xác định được tensor 

hệ số đàn hồi hiệu quả của loại composite này phương pháp đồng nhất hoá vật liệu đa lớp sẽ 

được áp dụng. Phương pháp này dựa trên kỹ thuật nghịch đảo và đảo ngược từng phần luật 

ứng xử của vật liệu, nó cho phép xác định tensor hệ số đàn hồi hiệu quả của vật liệu tổng hợp. 

Nghiệm giải tích của bài toán sẽ được kiểm chứng với các giới hạn Voigt và Reuss. 
 

Từ khóa: Đồng nhất hoá, vật liệu đa lớp, tensor hệ số đàn hồi, mặt phân giới hoàn hảo. 

© 2019 Trường Đại học Giao thông vận tải 

1. ĐẶT VẤN ĐỀ  

Vật liệu xếp lớp là một loại vật liệu đa thành phần được cấu tạo bởi nhiều lớp xếp chồng 

lên nhau trong không gian [1,5, 9, 10]. Vật liệu xếp lớp được tạo ra với mục đích kết hợp tối 

đa ưu điểm của từng lớp vật liệu để có được vật liệu tổng hợp có khả năng chịu lực tốt nhất 
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đáp ứng nhu cầu sử dụng đặt ra. Trên thực tế vật liệu xếp lớp được ứng dụng phổ biến trong 

lĩnh vực xây dựng nói chung và trong ngành xây dựng công trình giao thông nói riêng. Cụ thể 

như kết cấu mặt đường, mặt cầu, kết cấu tăng cường dầm trong các công trình cầu đường hay 

kết cấu vật liệu cách âm cách nhiệt trong xây dựng dân dụng. 

Đối với quá trình phân tích kết cấu, trong nhiều trường hợp để đơn giản hoá người ta 

mong muốn xem xét vật liệu xếp lớp dưới dạng một loại vật liệu đồng nhất và chỉ cần quan 

tâm đến các tính chất tổng thể (tính chất hiệu quả) của nó. Tính chất tổng thể này phụ thuộc 

chặt chẽ vào các đặc tính của từng vật liệu thành phần cũng như liên kết giữa các lớp vật liệu. 

Tính chất hiệu quả của vật liệu xếp lớp có thể được xác định bằng nhiều phương pháp như thí 

nghiệm, mô phỏng, đồng nhất hoá ….Trong nghiên cứu này nhóm tác giả sử dụng phương 

pháp giải tích [1, 3, 7, 10] với các thông số đầu vào là tính chất của vật liệu thành phần, tính 

chất của liên kết giữa các lớp vật liệu, chiều dày của các lớp vật liệu và phương xếp lớp để 

xác định tensor hệ số đàn hồi tổng thể của vật liệu xếp lớp. Phương pháp giải tích sử dụng ở 

đây chính là một phép đồng nhất hoá vật liệu xếp lớp [1, 10] cho phép xác định nghiệm giải 

tích tường minh tensor hệ số đàn hồi của vật liệu xếp lớp. 

2. MÔ TẢ BÀI TOÁN CƠ HỌC – VẬT LIỆU XẾP LỚP 

2.1. Bài toán cơ học cục bộ 

Xét một vật liệu composite  bao gồm ba tấm (1), (2), (3) được xếp chồng lên nhau 

thứ tự từ trên xuống dưới theo trục x3, chiều dày của 3 lớp lần lượt là h1, h2, h1; chiều dài và 

rộng của ba tấm bằng nhau và có giá trị lần lượt là b, a (xem Hình 1). 

Các vật liệu cấu thành nên (1), (2) và (3) được giả sử là đàn hồi tuyến tính và không 

đồng nhất theo phương x3 nhưng đồng nhất theo hai phương x1 và x2. Định luật Hooke tổng 

quát [7, 10, 11] được viết như sau: 

                                                    (1) 

với ,  lần lượt là tensor biến dạng và tensor ứng suất trong tấm  tại tọa độ x, 

 là tensor hệ số đàn hồi (tensor hệ số đàn hồi) bậc 4 của tấm , tensor này có đặc tính 

đối xứng như sau [2, 11] 

                                                          (2) 

Kể từ đây ta qui định các chỉ số i, j, k, l chạy từ 1 đến 3 ứng với ba chiều của không 

gian, trong khi đó chỉ số  chạy từ 1 đến 3 ứng với ba lớp của vật liệu. Khi các vật liệu cấu 

thành nên composite là đàn hồi đẳng hướng thì tensor bậc bốn  có thể biểu diễn dạng 

ma trận 6x6 thông qua qui ước Voigt [2] như sau: 

       (3) 
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Ở dạng tổng quát 

 

Với  là hệ số Lamé thứ nhất và là mô đun cắt của vật liệu chúng có mối liên hệ với 

mô đun đàn hồi và hệ số Poisson theo các công thức sau: 

 

 

 

Tensor biến dạng được xác định thông qua vector chuyển vị  theo công thức 

sau: 

                                               (3) 

Phương trình chuyển động được viết như sau: 

                                                                       (4) 

Gọi (1) là mặt phân giới giữa tấm (1), (2), và (2) là mặt phân giới giữa tấm (2), (3). 

Giả sử mặt phân giới (j) (với j = 1, 2) là hoàn hảo thì chuyển vị và thành phần pháp tuyến của 

tensor ứng suất phải liên tục khi đi qua nó: 

,                                                               (5) 

trong trường hợp này vector pháp tuyến đơn vị n trùng với phương x3: 

                                                      (6) 

  
Hình 1. Vật liệu xếp lớp với mặt phân giới hoàn hảo. 
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2.2. Đồng nhất hoá vật liệu đàn hồi tuyến tính xếp lớp  

Hai toán tử chiếu trực giao [1, 3, 4, 6] được định nghĩa như sau: 

                                               (7) 

với  và I là tensor đơn vị bậc hai, N(x) là phép chiếu dọc theo phương vector pháp 

tuyến đơn vị n(x) lên mặt  và T(x) là phép chiếu lên mặt tiếp tuyến với   tại điểm x. 

Hai toán tử chiếu trong bài toán đàn hồi [3, 4, 6] được xác định như sau: 

                                                                           (8) 

với phép tích tensor  được định nghĩa trong công bố [4], hai toán tử chiếu được viết dưới 

dạng chỉ số như sau: 

                   (9) 

                                                           (10) 

theo [1], các phép chiếu lên mặt song song và vuông góc với vector pháp tuyến cho ta kết quả 

sau: 

                                                          (11) 

                                                             (12) 

từ các phương trình 11 và 12 và 6 ta rút ra  

, 𝛆                    (13) 

 

Để thuận tiện cho việc tính toán ta chia ma trận độ cứng  thành 4 ma trận con như 

sau: 

                                           (14) 
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                                   (15) 

                                            (16) 

Khi phương xếp lớp  , từ các phương trình 11, 12 và 13 ta nhận thấy các thành 

phần là hằng số của tensor ứng suất và biến dạng là: , , , , ,  . Giải 

phương trình chuyển động 4, chuyển các thành phần bất biến sang vế trái và sử dụng bốn khối 

ma trận con theo [1] ta thu được tensor hệ số đàn hồi hiệu quả của vật liệu đa lớp như sau: 

,                                                                                     (17) 

,                                                                      (18) 

                   (19) 

với    là phép lấy trung bình theo thể tích. 

Khi các vật liệu cấu thành nên  là đàn hồi đồng nhất và đẳng hướng trong từng lớp thì  

                                                  (20) 

                                                    (21) 

                                          (22) 

trong đó các hệ số Lamé thứ nhất  và hệ số Lamé thứ 2  (hay còn gọi là mô đun cắt) có đơn 

vị là Pa. 

3. KIỂM CHỨNG KẾT QUẢ SỐ GIẢI TÍCH VỚI CÁC BIÊN VOIGT – REUSS 

Để minh họa các kết quả giải tích thu được ở công thức 17, 18, 19 ta chọn vật liệu 

composite được cấu thành bởi 3 lớp vật liệu có ứng xử đàn hồi đẳng hướng, lớp 1 và 3 được 

cấu thành bởi vật liệu 1 với ; lớp 2 nằm ở giữa với các hệ số 

. Giả sử tổng chiều dày của composite là h = 10 cm, lớp giữa có chiều dày 

h2 biến đổi từ 1 đến 8cm và 2 lớp ngoài cùng có chiều dày như nhau h1 = h3 = (h – h2)/2. 
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Hình 2.  Ảnh hưởng của tỷ lệ thể tích pha 2 đến thành phần  của tensor hệ số đàn hồi hiệu quả. 

Thay các thông số đàn hồi của vật liệu cấu thành cũng như kích thước của các lớp vào 

các công thức 17, 18 và 19 cũng như công thức giải tích của biên Voigt – Reuss [2, 8, 10] ta 

thu được các biểu đồ từ  hình 2 đến hình 10 mô tả ảnh hưởng của tỷ lệ thể tích pha 2 đến tính 

đàn hồi hiệu quả cùa vật liệu composite. 

  
Hình 3.  Ảnh hưởng của tỷ lệ thể tích pha 2 đến 

thành phần  của tensor hệ số đàn hồi hiệu 

quả. 

Hình 4.  Ảnh hưởng của tỷ lệ thể tích pha 2 đến 

thành phần  của tensor hệ số đàn hồi hiệu 

quả. 

  
Hình 5.  Ảnh hưởng của tỷ lệ thể tích pha 2 đến 

thành phần   của tensor hệ số đàn hồi hiệu 

quả. 

Hình 6.  Ảnh hưởng của tỷ lệ thể tích pha 2 đến 

thành phần  của tensor hệ số đàn hồi hiệu 

quả. 
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Hình 7.  Ảnh hưởng của tỷ lệ thể tích pha 2 đến 

thành phần  của tensor hệ số đàn hồi hiệu 

quả. 

Hình 8.  Ảnh hưởng của tỷ lệ thể tích pha 2 đến 

thành phần  của tensor hệ số đàn hồi hiệu 

quả. 

  
Hình 9.  Ảnh hưởng của tỷ lệ thể tích pha 2 đến 

thành phần  của tensor hệ số đàn hồi hiệu 

quả. 

Hình 10.  Ảnh hưởng của tỷ lệ thể tích pha 2 đến 

thành phần của tensor hệ số đàn hồi hiệu 

quả. 

Các kết quả giải tích thu được bằng phương pháp đồng nhất hoá vật liệu xếp lớp cho 

thấy các thành phần hiệu quả L2323, L3333, L2233, L1313 trùng với biên Reuss cho thấy các thành 

phần này có thể được tính như lò xo mắc nối tiếp và thành phần L1212 trùng với biên Voigt cho 

thấy thành phần này có thể tính như trường hợp lò xo mắc song song, các giá trị khác của 

tensor hệ số đàn hồi hiệu quả hoàn toàn nằm trong giới hạn Voigt – Reuss. Việc so sánh các 

kết quả số thu được với biên Voigt - Reuss đã chứng minh tính đúng của phương pháp đồng 

nhất hoá. Điều thú vị ở đây là pháp đồng nhất hoá bằng toán giải tích đã chỉ ra rằng khi các 

lớp vật liệu là đồng nhất đẳng hướng thì vật liệu tổng thể chỉ có ứng xử là đẳng hướng trong 

mặt phẳng x10x2 nhưng bất đẳng hướng theo phương xếp lớp (phương x3) hay nói cách khác 

vật liệu tổng thể có tính đàn hồi bất đẳng hướng. 

4. KẾT LUẬN 

Nghiên cứu này đã trình bày phương pháp đồng nhất hoá nhằm xác định tính chất đàn 

hồi hiệu quả của vật liệu xếp lớp bằng giải tích khi mặt phân giới giữa các lớp là hoàn hảo. 

Các kết quả thu được bằng phương pháp này đã được kiểm chứng với biên Voigt - Reuss. Kết 

quả thu được có thể được áp dụng để dự báo tensor hệ số đàn hồi hiệu quả của các vật liệu 

xếp lớp dùng trong xây dựng công trình.  
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Từ kết quả của nghiên cứu này, chúng ta rút ra nhận định rằng mặc dù các lớp vật liệu 

thành phần là đẳng hướng nhưng tính chất tổng thể của vật liệu xếp lớp lại là bất đẳng hướng. 

Trong tính toán thiết kế các bộ phận kết cấu công trình dạng xếp lớp người ta thường coi vật 

liệu là đồng nhất, đẳng hướng và được phân tích theo chiều hướng thiên về an toàn, điều này 

được chấp nhận ở góc độ kỹ sư thiết kế. Tuy nhiên khi kết cấu công trình xảy ra sự cố hoặc 

làm việc trong một điều kiện đặc biệt thì ở góc độ nghiên cứu người ta đòi hỏi phải phân tích 

kết cấu một cách chính xác hơn có kể đến tính bất đẳng hướng. Đây cũng chính là vấn đề cần 

giải quyết cho các nghiên cứu tiếp theo của loại kết cấu vật liệu xếp lớp sử dụng trong các 

công trình xây dựng dân dụng cũng như công trình giao thông.  
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