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Abstract. The paper focuses on the calculation of the effective elastic properties of elastic
layered composite where the interfaces between was assumed perfectly smooth. Under perfect
interfaces assumption, the displacement vector and the normal component of stress tensor are
continuous across the interfaces. To achieve this objective, the homogenization technique of
the laminated composite is applied. This technique is based on the partially inversed and
reversed behaviour law technique. This allows the determination of the rigidity tensor
eventually resulting in the classification of laminate’s behaviour. The analytical results
obtained for the effective elasticity tensor are compared with the Voigt and the Reuss Limits.
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Tom tit. Nghién ciu ndy tap trung thuc hién cac phép toan nham dé xac dinh tensor hé sb
dan hoi hiéu qua caa vat tong hop xép 16p vai lién két giira cac 16p 1a tron va hoan hao. Véi
gia thuyét lién két giira cac 16p hoan hao cho thay vector chuyén vi va thanh phan phap tuyén
cuia tensor tng suat la lién tuc khi di qua mat phan gici gitta cac 16p. Dé xac dinh dugc tensor
hé s6 dan hoi hiéu qua cia loai composite nay phuong phap dong nhat hoa vat ligu da 16p s&
duoc &p dung. Phuong phap nay dua trén ki thuat nghich dao va dao nguoc ting phan luat
g xtr cua vat liéu, nd cho phép xac dinh tensor hé sé dan hoi hiéu qua caa vat liéu tong hop.
Nghiém giai tich cua bai toan s& duoc kiém ching vai céc gigi han Voigt va Reuss.

Tir khéa: Bong nhat ho4, vat liéu da 16p, tensor hé sé dan hdi, mat phan giéi hoan hao.

© 2019 Truong Dai hoc Giao thdng vdn tai

1. PAT VAN PE

Vit liéu xép 16p 1a mot loai vat liéu da thanh phan duoc cau tao bai nhiéu 16p xép chong
I&n nhau trong khong gian [1,5, 9, 10]. Vat liéu xép l6p duoc tao ra vai muc dich két hop toi
da wu diém cua tung 16p vat liéu dé co duoc vat liéu tong hop c6 kha nang chiu luc tot nhat
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dap tng nhu ciu sir dung dat ra. Trén thuc té vat ligu xép I6p duoc tng dung pho bién trong
linh vuc xay dung ndi chung va trong nganh xay dung cong trinh giao théng noi rleng Cu thé
nhu ket cAu mat duong, mit cau, két cau ting cudng dam trong cac cdng trinh cau dudng hay
két cAu vat lieu cach am cach nhiét trong xay dung dan dung.

Déi vai qué trinh phan tich két cau, trong nhiéu truong hop dé don gian hod nguoi ta
mong muén xem xét vat liéu xép 16p dudi dang mot loai vat liéu déng nhat va chi can quan
tam dén cac tinh chat tong thé (tinh chit hiéu qua) caa nd. Tinh chat tong thé nay phu thudc
chat ch& vao cac dac tinh cua ting vat liéu thanh phan ciing nhu lién két giita cac 16p vat liéu.
Tinh chat hiéu qua caa vat liéu xép 16p c6 thé dugc xac dinh bang nhiéu phuong phap nhu thi
nghiém, moé phong, ddng nhit hoa . ..Trong nghién ctru ndy nhom tac gia s dung phuong
phap giai tich [1, 3,7, 10] voi cac thong sb dau vao 1a tinh chat cuaa vat liéu thanh phan tinh
chét cua lién két glu:a cac Iop vat liéu, chiéu day cua cac 16p vat liéu va phuong xép 16p dé
xéac dinh tensor hé s6 dan hoi tong thé cua vat IIeu xép 16p. Phuong phap giai tich sir dung &
day chinh 1a mot phép dong nhét hod vat liéu xép 16p [1, 10] cho phép xac dinh nghiém giai
tich twdng minh tensor hé sé dan hoi cua vat lidu xép 16p.

2. MO TA BAI TOAN CO HQC - VAT LIEU XEP LOP

2.1. Bai toan co hoc cuc bd

Xét mot vat lieu composite Q bao gdm ba tim Q®, Q@ QO dugce xép chong 1én nhau
tha tu tir trén xuong dudi theo truc xs, chiéu day caa 3 16p lan luot 1a hy, h, hy; chiéu dai va
rong cua ba tam bang nhau va c6 gia tri lan luot l1a b, a (xem Hinh 1).

Cac vat liéu cau thanh nén Q®, Q@ va Q® duoc gia sir 1a dan hoi tuyén tinh va khong
dong nhat theo phuong x3 nhung dong nhat theo hai phuong x1 va X2. Binh luat Hooke tong
quat [7, 10, 11] dugc viét nhu sau:

' (x) = ]LI:::I(XJ:EI:::I(Xj 1)

vai ' (x), ¢'*(x) 1an luot 14 tensor bién dang va tensor ng sut trong tim « tai toa do X,
L'® (x) 13 tensor hé s6 dan hi (tensor hé sé dan hdi) bac 4 cua tdm a, tensor ndy c6 dic tinh
dbi xtng nhu sau [2, 11]

(o) (o)

=1 =% @)

Lz’_;l'k! Jiki klij

Ké tir day ta qui dinh cac chi s6 i, j, k, | chay tir 1 dén 3 ung véi ba chiéu cua khong
gian, trong khi d6 chi s0 « chay tir 1 dén 3 ung véi ba l6p cua vat liéu. Khi céc vat liéu cau
thanh nén composite 14 dan hdi déng huéng thi tensor bac bén L' (x) c6 thé biéu din dang
ma tran 6x6 thong qua qui udc Voigt [2] nhu sau:

";L':c::l + EHI:::I .;LI:'::I x:l,l:'::l 0

0 0
Al Al 4yt A 0 0 0
]L':G:' _ .;LI:E:' .;LI:E:' ‘;L':l::ll 1 EHI:'::I 0O 0 0 (3)
0O 0 0 E‘I{"Eﬂ 0 0
00 0 o 2@ o0
00 0 0 0 2u'®
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O dang tong quét
[ Ly Lyss Lygss w’ELEE 23 ""HELH 313 VIELH 212
Lyzyy Lagzs  Liogas V2Lyzo3 V2Lypz V2Lygy,
L=| _ Lasn iaazz Laﬂiﬂ ‘”EELHEIEEI "“ELaaia ‘“ELaaiz
V2Lg3y; V2Lggp;  V2Lgzgg 2L;353 2Lg3y5 2Ly,
V2Lisyy V2Lygyy V2Lyga 2Lyzp3 2Ly3y3 2Lyzgs
-‘"ELizn \ELH:: “"HELJ.EEE 2Ly33  2Lypy3 2Lyoyo

Vé6i A 1ahé sé Lamé thir nhat va i 1a mo dun cét cua vat liéu ching cd mdi lién hé voéi
mé dun dan hoi va hé sé Poisson theo c4c cong thic sau:

1344+ 2pu
P 1)

A+p
A
"T20+w
Tensor bién dang dugc x4c dinh thong qua vector chuyén vi u'® (x) theo cong thic
sau:

E.ic:} [x] — %[‘Fu':“} [x] + ‘Fru':“}[x]] (3)
Phuong trinh chuyén dong dugc viét nhu sau:
V.ol (x)=0 (4)

Goi I'™ a mat phan giai gitra tim Q®, Q@ va '@ [a mat phan gioi gitra tim Q@, QO),
Gia sir mat phan gioi IO (véi j = 1, 2) 1a hoan hao thi chuyén vi va thanh phan phép tuyén cua
tensor (rng suat phai lién tuc khi di qua no:

[e-n]l =0,[ul=0 (5)

trong trudng hop nay vector phap tuyén don vi n tring véi phuong Xs:

0
n= [D] (6)
1

Hinh 1. V4t liéu xép I6p véi mdat phan gisi hoan hdo.
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2.2. Pong nhit hoa vt li¢u dan hoi tuyén tinh xép 16p

Hai toan tur chiéu truc giao [1, 3, 4, 6] dugc dinh nghia nhu sau:

N(x) = n(x)®n(x) va T(x) = I— N(x) @)
v6i x e T va I 1a tensor don vi bac hai, N(x) 1a phép chiéu doc theo phwong vector phap
tuyén don vi n(x) 1én mat T va T(x) 1a phép chiéu 1én mit tiép tuyén voi T tai diém x.
Hai toan tir chiéu trong bai toan dan hoi [3, 4, 6] dugc xac dinh nhu sau:

P+ = I@N, P! =1®@T (8)

véi phép tich tensor @ dugc dinh nghia trong cong bd [4], hai toan tir chiéu duoc viét dudi

dang chi s6 nhu sau:

P = %[”:‘ G, 0,0,k + ndyn +n,;6 an) — nnmm, 9)
1
P:'I_I;u'k! =3 [5ik 6y + 5:‘:5,1':{) — P (10)

theo [1], cac phép chiéu Ién mat song song va vudng goc véi vector phap tuyén cho ta két qua
sau:

Pl =P : (o) (11)
Pl:e = Pl (&) (12)

tor cac phuong trinh 11 va 12 va 6 taratra

Ty T2 oy5(x) g (x) g15(x) =45
o= O2q Oaz Oa3 [:X’:] y €= g4y [:x] €0 (.’J'.':] €33 (13)
031 (x)  035(x) o33(x) €31 E3z a3

Dé thuan tién cho viéc tinh toan ta chia ma tran d6 cing L thanh 4 ma tran con nhu
sau:

L3333 V2Lgg3;  VZ2Lgag
Caz = |V2Ll333;  2Lgpa 2L355 (14)
V2L333, 2L355 2L313
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Lazyy L3azs  V2Lgays
Csy =Cia = |V2Ly3n 2Laps;  2Lyos; (15)
V2Lyyzy  2Lypay 2Lgpy

Lyin Lyyas V2L
Cii = | Ly Lz V2Lyy, (16)

‘FEL111: VEL::i: 2L4515
Khi phuong xép 16p n = e, , tlr cac phuong trinh 11, 12 va 13 ta nhan thiy cac thanh
phan Ia hang sb cua tensor (ing suat va bién dang 1a: o, V26,5, 6,,, €45, V28,3, V2 £,5. Gidi

phuong trinh chuyén dong 4, chuyén céc thanh phan bat bién sang vé trai va s dung bén khoi
ma tran con theo [1] ta thu dugc tensor hé sé dan hoi hiéu qua cua vat liéu da 16p nhu sau:

C; = {Ca_al -, (17)
C: = {Ca_al _1{':3_31':31}’ (18)
Ci; = (Cy; —Cyg Ca_aical} +(Cy; cfil}{ca_al _1{':3_31':31} (19)

v6i (m) 1a phép lay trung binh theo thé tich.

Khi céc vat liéu cau thanh nén Q 1a dan hoi ddng nhat va dang huéng trong ting 16p thi

A+2u 0 O
C;=| 0 24 u] (20)
0 0 2u
A A O
C;y =C3 = [':' 0 D] (21)
o 0 0
A+ 2u A 0
C,, = A A4 2p III] (22)
0 0 2u

trong d6 cac hé s6 Lamé thir nhat A va hé s6 Lamé thar 2 u (hay con goi 1a mé dun cét) c6 don
vi la Pa.

3. KIEM CHUNG KET QUA SO GIAI TiCH VOI CAC BIEN VOIGT - REUSS

Bé minh hoa céc két qua giai tich thu duoc ¢ cdng thuc 17, 18, 19 ta chon vat ligu
composite dugc cau thanh boi 3 16p vat liéu co tng xur dan hoi dang hudng, 16p 1 va 3 dugc
ciu thanh boi vat lieu 1 véi g™ =10,A"Y = 10; 16p 2 nam & gira voi cac hé sd
u'® =1,4" = 1. Gia sir tong chiéu day cua composite 1a h = 10 cm, 16p giita c6 chiéu day
h bién ddi tir 1 &én 8cm va 2 16p ngoai cling ¢6 chiéu day nhu nhau hy = hs = (h — hy)/2.
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J.EI-J.E-

Céc két qua giai tich thu dugc bang phuong phap dong nhét hoé vat ligu xép 16p cho
thay cac thanh phan higu qua Laszs, Lasss, L22ss, Lisis tring véi bién Reuss cho thay cac thanh
phan nay c6 thé dugc tinh nhu 16 xo mac ndi tiép va thanh phan Liziz tring vai bién Voigt cho
thay thanh phan nay c6 thé tinh nhu trudng hop 10 xo mic song song, cac gia tri khac cua
tensor hé s6 dan hoi hiéu qua hoan toan nam trong gisi han Voigt — Reuss. Viéc so sanh céc
két qua sb thu dugc véi bién Voigt - Reuss di chirng minh tinh dang cia phuong phap dong
nhat hoa. Biéu tha vi ¢ day 1a phap dong nhat hoa bang toan giai tich da chi ra rang khi cac
I6p vat liéu 1a ddng nhat dang hudng thi vat liéu tong thé chi c6 ung xu 1a dang hudng trong
mit phang x10x, nhung bat dang huéng theo phuong xép 16p (phuwong xs) hay noi cach khac
vat liéu tong thé c6 tinh dan hoi bat dang hudng.

4. KET LUAN

 Nghién cdu ny da trinh bay phuong phéap ddng nhat hoa nhiam xac dinh tinh chat dan
hoi hiéu qua cua vat liu xép 16p bang giadi tich khi mat phan gidi gitta cac 16p 1a hoan hao.
Cac két qua thu duoc bang phuong phap nay da duoc klem chting vé6i bién Voigt - Reuss. Két

qua thu duoc c6 thé duoc ap dung dé dy bao tensor hé sd dan hdi hiéu qua cua cac vat lidu
x€p 16p dung trong xay dung cong trinh.
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Tu két qua cda nghién clru nay, chiing ta rat ra nhan dinh réng mac du céc 16p vat ligu
thanh phan 14 ddng hudng nhung tinh chat tong thé cua vat liéu xép 16p lai 1a bat dang hudng.
Trong tinh toan thiét ké cac bo phan két cu cong trinh dang xép 16p ngudi ta thudng coi vét
lidu 1a dong nhét, dang huéng va dugc phan tich theo chiéu hudng thién vé an toan, didu nay
duoc chip nhan & goc do k¥ su thiét ké. Tuy nhién khi két ciu cong trinh xay ra su c¢b hoic
lam Viéc trong mot diéu kién dic biét thi ¢ goc do nghién ctru nguoi ta doi hoi phai phén tich
két cdu mot cach chinh xac hon co ké dén tinh bét dang hudéng. Bay cling chinh 1a van dé can
giai quyét cho cac nghién ctru tiép theo cua loai két cau vat lidu xép 16p sir dung trong cac
cong trinh xay dung dan dung ciling nhu cong trinh giao thong.
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