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Abstract. The Portland cement concrete (PCC) plates in transportation infrastructure and 

floor systems commonly develop cracks due to repeated loading, shrinkage, and 

environmental effects, which reduce stiffness, increase deflection, and alter dynamic 

characteristics. Accurate modeling of the stress state, deflection, and vibration is therefore 

essential for assessment and strengthening design. This paper presents a unified 

computational framework for cracked PCC plates that combines the first-order shear 

deformation theory (FSDT) to represent moderately thick plate behavior, a phase-field model 

to describe a continuous crack field without explicit crack-front tracking, and the finite 

element method (FEM) for static bending and free-vibration analyses. The model is validated 

against reputable studies (deflection of PCC plates, responses of cracked plates, and the 

relationship between cracking and natural frequencies), and then used for a parametric study 

with respect to crack length, crack inclination angle, boundary conditions, and thickness ratio. 

The results show that edge stresses and stresses in the crack-tip vicinity increase markedly, 

and the stress/deflection fields depend strongly on crack length and boundary conditions. The 

mid-plate deflection and natural frequencies decrease monotonically as crack length increases, 

whereas the influence of crack orientation is secondary compared with crack length for the 

cases investigated. 

 

Keywords: Stress; deflection; phase-field; cracks; Portland cement concrete (PCC) plate; 

finite element method (FEM); FSDT. 
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Tóm tắt. Các tấm bê tông xi măng (BTXM) trong công trình giao thông và kết cấu sàn 

thường xuất hiện vết nứt do tải trọng lặp, co ngót và môi trường, làm suy giảm độ cứng, tăng 

độ võng và thay đổi đặc trưng dao động. Vì vậy, cần mô hình hóa chính xác trạng thái ứng 

suất, độ võng, dao động để phục vụ đánh giá và thiết kế tăng cường. Bài báo này trình bày 

một khung tính toán thống nhất cho tấm BTXM có vết nứt dựa trên lý thuyết biến dạng cắt 

bậc nhất (FSDT) để mô tả ứng xử tấm chiều dày trung bình, mô hình phase-field để mô tả 

trường nứt liên tục không cần theo dõi biên nứt, và phương pháp phần tử hữu hạn (PTHH) 

cho bài toán uốn tĩnh và dao động tự do. Mô hình được kiểm chứng bằng cách so sánh với các 

nghiên cứu uy tín (độ võng tấm BTXM, đáp ứng tấm nứt và mối liên hệ giữa vết nứt và tần số 

riêng), sau đó thực hiện khảo sát tham số theo chiều dài vết nứt, góc nghiêng vết nứt, điều 

kiện biên và tỷ số chiều dày. Kết quả cho thấy: ứng suất biên và vùng lân cận tip nứt tăng rõ 

rệt và trường ứng suất/độ võng phụ thuộc mạnh vào chiều dài vết nứt và điều kiện biên; độ 

võng tại giữa tấm và tần số riêng giảm đơn điệu khi chiều dài vết nứt tăng; trong khi đó góc 

nứt ảnh hưởng thứ yếu hơn so với chiều dài nứt trong các trường hợp khảo sát. 

 

Từ khóa: Ứng suất; độ võng; phase field; vết nứt; tấm bê tông xi măng (BTXM); phần tử hữu hạn 

(PTHH); FSDT. 
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1. ĐẶT VẤN ĐỀ  

Sự hình thành và lan truyền vết nứt trong các kết cấu dạng tấm là nguyên nhân trực tiếp 

dẫn đến suy giảm độ cứng, tăng độ võng và biến đổi đặc trưng dao động – những yếu tố chi 

phối an toàn khai thác và tuổi thọ công trình. Với các hệ vật liệu hiện đại, từ composite lớp 

đến vật liệu có cơ tính biến thiên (FGM), cộng đồng nghiên cứu đã phát triển nhiều mô hình 

tấm và kỹ thuật tính để mô tả ứng xử cơ – nhiệt và ảnh hưởng của nứt. Tuy nhiên, với tấm bê 

tông xi măng (BTXM) – đối tượng chủ đạo trong kết cấu mặt đường và các bản sàn công 

nghiệp – việc xây dựng một khung mô hình thống nhất để đồng thời đánh giá trạng thái ứng 

suất, độ võng và dao động khi có vết nứt vẫn còn thiếu, đặc biệt theo hướng kết hợp lý thuyết 

biến dạng cắt bậc nhất (FSDT), phương pháp phase-field và phần tử hữu hạn (PTHH). 

Ở hướng nền tảng, Singha [1] đã trình bày một mô hình PTHH cho tấm FGM chịu tải cơ 

– nhiệt, cho thấy hiệu quả của tiếp cận tấm Mindlin–Reissner trong xử lý bài toán tĩnh và dao 

động của tấm có chiều dày trung bình đến dày. Zenkour [2] tiếp tục phát triển các lý thuyết 

biến dạng cắt tổng quát (GSDT), khắc phục điểm yếu của FSDT về hệ số hiệu chỉnh cắt và 

thỏa điều kiện biên ứng suất cắt triệt tiêu ở hai mặt tấm theo cách tự nhiên hơn – một xu 

hướng quan trọng để mô tả phân bố ứng suất chính xác khi có bất liên tục.  

Bên cạnh đó, các công trình trong nước về composite lớp dạng gấp nếp đã chứng minh 

tính ưu việt của PTHH trong mô tả cả uốn và dao động khi hình học và bố trí vật liệu phức 

tạp. Trần Ích Thịnh và cộng sự [3] xây dựng phần tử tấm 8 nút (5 bậc tự do/nút), thiết lập 

chương trình MATLAB, kiểm chứng hội tụ và khảo sát ảnh hưởng góc gấp đến tần số riêng 

và độ võng. Ở hướng tấm chịu uốn, một nghiên cứu khác [4] đã đối sánh kết quả độ võng và 

mô men uốn với các nghiệm kinh điển của Timoshenko, Zenkour và các lời giải PTHH khác, 

củng cố độ tin cậy của mô hình số khi xử lý tấm FGM tựa khớp trên chu vi. Các khảo sát phi 

tuyến gần đây cho tấm FGM xốp đặt trên nền đàn hồi cũng cho thấy ảnh hưởng mạnh của 

điều kiện biên, tham số nền và phân bố lỗ rỗng đến độ võng/nội lực; đồng thời nhấn mạnh 

rằng đánh giá phi tuyến cho “biên an toàn” tin cậy hơn so với tuyến tính [5]. Những kết luận 

này gợi mở yêu cầu mô hình hóa nhất quán khi chuyển sang vật liệu giòn như BTXM – nơi 

hiệu ứng nứt chi phối đáp ứng kết cấu.  

Ở lĩnh vực mặt đường BTXM, đã có những tiếp cận chuyên sâu về ứng suất nhiệt và 

tương tác các lớp. Nghiên cứu [6] cho thấy sự phân bố ứng suất nhiệt trong tấm BTXM liên 

kết với các lớp vật liệu khác nhau có thể tạo điều kiện bất lợi khởi phát vết nứt. Gần đây, [7] 

phân tích trạng thái ứng suất – biến dạng của mặt đường BTXM có/không có tiếp xúc giữa 

các lớp, chứng minh vai trò quyết định của điều kiện tiếp xúc đến nội lực trong tấm. 

Đối với mô tả vết nứt, các cách tiếp cận phong phú đã được phát triển cho tấm FGM. 

Natarajan và cộng sự [8] sử dụng phần tử hữu hạn mở rộng (XFEM) để tính tần số dao động 

riêng của tấm FGM có nứt, thể hiện lợi thế của phương pháp không cần tái chia lưới khi có 

bất liên tục hình học.  

Ở hướng phase-field, các nghiên cứu trong nước [9] đã ghép FSDT + phase-field để mô 

tả dao động của tấm FGM có vết nứt tĩnh và chiều dày biến thiên, cho thấy tần số phụ thuộc tỉ 

lệ cạnh, chiều dài và góc nghiêng vết nứt - trong đó chiều dài là nhạy nhất. Mở rộng theo 

TSDT, công trình [10] tiếp tục xác nhận hiệu quả của phase-field trong mô tả vết nứt khuếch 

tán cho tấm chữ nhật chiều dày không đồng nhất. Bổ sung góc nhìn ổn định, Đức và cộng sự 

[11] phân tích ổn định của tấm nano biến thiên chiều dày có vết nứt tĩnh dưới hiệu ứng 

flexoelectric, nhấn mạnh vai trò liên hợp đa trường và hiệu ứng tỉ lệ. 
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Trên bình diện phương pháp số bậc cao, Singh và cộng sự [12] đề xuất phương pháp 

GHSDT–XIGA cho tấm FGM có nứt, đảm bảo điều kiện ứng suất cắt triệt tiêu tại bề mặt mà 

không cần hệ số hiệu chỉnh, đồng thời tận dụng NURBS để thỏa yêu cầu liên tục của HSDT 

và mô hình hóa vết nứt qua các hàm làm giàu. Bổ sung góc nhìn “nhận dạng hư hại”, Zhu và 

cộng sự [13] nghiên cứu dao động tự do và nhận dạng hư hại của tấm FGM có nứt, nhấn 

mạnh mối liên hệ giữa biến thiên tần số và mức độ suy giảm độ cứng – một cơ sở quan trọng 

để đánh giá trạng thái làm việc của tấm. Cuối cùng, các phát triển ba chiều gần đây cho kết 

cấu phức tạp như cánh quay tiền xoắn, chiều dày biến đổi và vật liệu phân bậc theo phương 

sải [14], cùng tinh thần isogeometric, cho thấy xu hướng mô hình hóa ngày càng “sát vật lý” 

đối với kết cấu có biến thiên vật liệu/hình học và khuyết tật.  

Từ tổng quan trên có thể nhận thấy: (i) phần lớn các công trình tập trung vào FGM/ 

composite, trong khi BTXM – vật liệu giòn, nứt do tải cơ – nhiệt – co ngót, và điều kiện tiếp 

xúc lớp phức tạp – chưa được nghiên cứu sâu dưới góc nhìn kết hợp đồng thời ứng suất, độ 

võng và dao động trong một khung mô hình thống nhất; (ii) nhiều nghiên cứu về nứt dùng 

XFEM/XIGA hoặc phase-field nhưng hoặc là tập trung vào dao động/buckling riêng lẻ, hoặc 

giả thiết vật liệu khác BTXM; (iii) ngay cả khi xét nứt, các tham số biên quan trọng của mặt 

đường BTXM như điều kiện tựa cạnh, tiếp xúc lớp, tải nhiệt chưa được tích hợp đồng thời. 

Điều này dẫn tới nhu cầu phát triển một mô hình có khả năng: (a) mô tả nứt khuếch tán không 

cần theo dõi mặt nứt (phase-field), (b) phản ánh biến dạng cắt hợp lý của tấm dày/vừa 

(FSDT), và (c) dễ dàng triển khai trên miền hình học phức tạp (PTHH). 

Trong nghiên cứu này, mô hình FSDT–phase-field–PTHH được đề xuất dành riêng cho 

tấm BTXM có nứt. Cho phép đồng thời: (1) xác định trường ứng suất – biến dạng và độ võng 

dưới tải trọng, (2) phân tích dao động tự do khi tồn tại vết nứt, và (3) khảo sát một cách có hệ 

thống ảnh hưởng của điều kiện biên, chiều dài vết nứt và góc nghiêng vết nứt, qua đó cung 

cấp bức tranh đầy đủ hơn về độ an toàn và độ tin cậy của tấm nứt trong thực tế khai thác. 

2. CƠ SỞ LÝ THUYẾT 

Nghiên cứu này xem xét một tấm hình chữ nhật có kích thước hình học của tấm bao gồm 

chiều dài Lx, chiều rộng Ly và chiều dày h.  

Dựa trên lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất của Mindlin [9], sự dịch chuyển tại điểm bất kỳ 

của tấm được mô tả bởi các phương trình : 
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là 

các góc quay quanh trục y và trục x. 

Trường biến dạng tuyến tính khác không của tấm được mô tả như dưới đây: 
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Mối quan hệ tuyến tính giữa ứng suất và biến dạng tuân theo đinh luật Hooke được mô tả 

như sau [9]. 
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Tích phân các thành phần ứng suất dọc theo chiều dày tấm, ta nhận được các mô men uốn: 
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Phương trình cân bằng của tấm dưới tác dụng của tải trọng phân bố đều ( , )q x y có dạng [1]: 
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  

   
 (7) 

Năng lượng biến dạng của tấm: 

                      0 0 0 0 0 01

2

T T TT T

b sU d         


     d A B B D D  (8) 

Với   
/2

2

/2

( , , ) (1, , )

h

b m

h

z z dz


 A B D D    

Trong cơ học phá hủy, tiếp cận phase-field mô tả mức độ hư hỏng của vật liệu bằng một 

trường vô hướng s∈[0,1] [9, 10]. Ở đây s=1 biểu thị vật liệu còn nguyên vẹn, s=0 ứng với 

trạng thái phá hủy hoàn toàn; các giá trị 0<s<1 phản ánh giai đoạn mềm hóa, khi các vi nứt 

(micro-crack) xuất hiện và độ cứng suy giảm dần. Nhờ vậy, một vết nứt không còn là biên rời 

rạc mà được “trải” thành một vùng khuếch tán hẹp nơi sss biến thiên liên tục từ 0→1 (phá hủy 

→ mềm hóa → nguyên vẹn). Cách mô tả liên tục này loại bỏ mặt bất liên tục hình học, cho 

phép tính đạo hàm và tích phân trơn tru trên toàn miền tính. Trong khuôn khổ bài báo, biến s 

đi vào hàm năng lượng biến dạng của tấm thông qua các hạng phụ thuộc s trong (9–10), với ý 

nghĩa làm suy giảm năng lượng đàn hồi về gần 0 tại các vùng nứt. 
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Năng lượng biến dạng của tấm khi có vết nứt: 

                      
 

2 0 0 0 0 0 0

2

2

1
,

2

1

4

T T TT T

b s

C c

c

U s s d

s
G h s d

         




     

 
    

  





d A B B D D

 (9) 

Động năng của tấm [9]: 

   2 2 2 21
,

2
V

T s s u v w dV  d  (10) 

Hàm Lagrangian cho tấm có thể được biểu diễn như sau: 

     

   
 

2

22

, , ,

1
,

4
C c

c

L s T s U s

s
L s s d G h s d

 

 
     

  
 

d d d

d d
 

  
 (11) 

Biến phân bậc nhất của hàm Lagrangian được tính như sau: 

 

 

, , 0

, , 0

L s

L s s

 

 






d d

d
 (12) 

Từ đó, ta có hệ phương trình xác định tần số dao động tự do của tấm có vết nứt: 

 

 
 

2

2

2

0

1
2 0

4

e e

C c

c

s
s s d G h s

  


  
    

   

 

 

K M d

d




 

 
 (13) 

trong đó: ;K M
e e  tương ứng là ma trận độ cứng và ma trận khối lượng của phần tử 

tấm, chúng có công thức tính được mô tả cụ thể trong tài liệu [9]. 
 

3. KẾT QUẢ SỐ VÀ THẢO LUẬN 

3.1. Kiểm chứng độ chính xác 

3.1.1. Bài toán tấm chịu uốn:  

Đối tượng khảo sát là một tấm vuông với cạnh Lx = 1 m, chiều dày h = Lx/100, và các 

thông số cơ học của vật liệu bao gồm: mô đun đàn hồi E = 380 GPa (Al2O3), hệ số Poisson 

0,3  và khối lượng riêng   = 3800 kg/m³. Tấm chịu tác dụng của tải trọng phân bố đều 

0q . Kết quả chuyển vị tại tâm tấm (Lx/2, Ly/2) và mô men uốn lớn nhất không thứ nguyên 

được so sánh với các kết quả của Singha và cộng sự [1] và Phượng và cộng sự [3].  

 

3

max max 22 4
00

1ˆˆ , ; , ;
2 2 2 212 1

y yx x
x x

xx

L LL LEh
w w M M

q Lq L

   
    

    
 (14) 
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Bảng 1. Độ võng và mô men uốn lớn nhất không thứ nguyên của tấm vuông đồng nhất, liên kết 

khớp trên chu vi. 

 

Singha và 

cộng sự 

[1] 

Phượng và 

cộng sự [3] 

Kết quả với chia lưới khác nhau 

4x4 8x8 15x15 25x25 

maxŵ  0,00406 0,00406 0,0040633 0,00406437 0,00406402 0,00406403 

max
ˆ

xM  0,0477 0,0479 0,04792 0,04799 0,04794 0,04794 

3.1.2. Bài toán dao động tự do:  

Trong bài toán này, xét tấm vuông (Lx = Ly) có vết nứt ở tâm tấm với chiều dài 

Lc/Lx=0,1; 0,3; 0,5, các thông số cơ học của vật liệu bao gồm: mô đun đàn hồi E = 380 GPa 

(Al2O3), hệ số Poisson 0,3   và khối lượng riêng  = 3800 kg/m³. Công thức xác định tần 

số dao động tự do không thứ nguyên của tấm: 

2 /
ˆ  xL E

h

 
  (15) 

Kết quả số được so sánh với các kết quả của Huang và cộng sự [15] trong Bảng 2: 
Bảng 2. Tần số dao động không thứ nguyên của tấm đồng nhất có vết nứt ở tâm. 

 

Chiều dài vết nứt (Lc/Lx) 

0 0,1 0,3 0,5 

Huang và 

cộng sự [15] 
5,965 5,939 5,665 5,318 

Bài báo 5,96681 5,9194 5,65907 5,3228 

Sai khác 0,03% -0,33% -0,10% 0,09% 

Các kết quả trong bảng 1 và 2 cho thấy thuật toán và chương trình tính của nhóm tác giả 

là đáng tin cậy khi so sánh với kết quả trong nghiên cứu của [1, 3] và [15]. Lưới 15×15 cho 

kết quả hội tụ. Các giá trị về độ võng và mô men uốn rất sát với các nghiên cứu so sánh, các 

giá trị về tần số dao động riêng chênh lệch lớn nhất là 0,33%. Từ đó, chương trình tính được 

phát triển để tính độ võng, ứng suất, tần số dao động tự do của tấm bê tông có vết nứt như 

mục 3.2 dưới đây. 

3.2. Kết quả khảo sát số 

Trong phần này, nhóm tác giả xét tấm bê tông xi măng (BTXM) hình chữ nhật với kích 

thước Lx, Ly; làm việc theo mô hình tấm biến dạng cắt bậc nhất (FSDT) kết hợp mô phỏng 

phase-field để mô tả trạng thái nứt. Thuộc tính vật liệu BTXM được chọn theo các nghiên cứu 

thực nghiệm–mô phỏng cho mặt đường: mô đun đàn hồi E=29GPa; hệ số Poisson 0,15  ; 

khối lượng riêng ρ=2400 kg/m3. Tấm có một vết nứt ở tâm, chiều dài ký hiệu Lc , tạo với trục 

x một góc α (Hình 1). Phương pháp PTHH được triển khai nhất quán cho cả bài toán tĩnh và 

dao động, với ảnh hưởng của vết nứt lên độ cứng, tần số đã được chứng thực qua các nghiên 

cứu về tấm nứt. Điều kiện biên được mô tả thống nhất trong nghiên cứu, ví dụ CSCF: cạnh 1 

và cạnh 3 liên kết ngàm (C); cạnh 2 tựa (S); cạnh 4 tự do (F). 
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Hình 1. Dạng hình học tấm BTXM có vết nứt ở tâm. 

3.2.1. Độ võng và ứng suất trong tấm  

Mục này trình bày đáp ứng tĩnh của tấm BTXM kích thước Lx=Ly=5m; chiều dày 

h=25cm, nứt dưới tải cơ học phân bố đều trên mặt tấm (q=1kN/m2), gồm chuyển vị (độ võng) 

w và trường ứng suất uốn–cắt. Với E,   và ρ đã nêu, mô hình phase-field làm suy giảm độ 

cứng tại vùng nứt theo biến s, qua đó phản ánh đúng hiện tượng mềm hóa và tập trung ứng 

suất ở đầu nứt. Độ võng tại tâm và ứng suất được khảo sát theo các tham số Lc và α, cùng các 

tổ hợp điều kiện biên đặc trưng của tấm BTXM.  

Hình 2 minh họa đường võng dọc theo trục giữa x=Lx/2 khi chiều dài vết nứt Lc tăng từ 

0 đến 0,9Lx. Ở cấu hình SSSS (a), các đường cong đối xứng và chập về w=0 tại biên, cho thấy 

ràng buộc tựa khớp chi phối. Độ võng cực đại tăng đơn điệu theo Lc, nhưng mức tăng tương 

đối vừa phải. Ngược lại, với SFSF (b), biên tự do làm giảm độ cứng toàn cục nên độ võng lớn 

hơn đáng kể (khoảng bội số so với SSSS), và độ nhạy với Lc rất mạnh - trường hợp Lc =0,9Lx 

cho wmin sâu nhất. Cả hai đồ thị đều cho dạng “chữ V” đặc trưng; sự chập đường gần biên ở 

SSSS và không chập ở SFSF phù hợp với điều kiện biên. Kết quả nhấn mạnh tầm quan trọng 

của chiều dài vết nứt Lc và điều kiện biên trong đánh giá sử dụng. 

Hình 3 minh họa phân bố ứng suất pháp  y
 tại mặt dưới của tấm BTXM cho hai điều 

kiện biên: SSSS và SFSF. Với SSSS, trường ứng suất kéo có dạng “chảo” đối xứng, cực đại 

xuất hiện tại tâm; gần biên,  y
tiến nhỏ dần về biên do liên kết tựa khớp. Trái lại, tấm với điều 

kiện biên SFSF cho phép quay lớn ở hai biên tự do, khiến độ cong theo y tăng mạnh và đẩy vị 

trí ứng suất lớn về sát mép tự do; giá trị cực đại xấp xỉ gấp ba trường hợp SSSS. Kết quả nhấn 

mạnh vai trò chi phối của điều kiện biên: biên càng “mềm” (tự do) thì biên độ ứng suất càng 

lớn. 

3.2.2. Phân tích dao động của tấm BTXM có vết nứt  

Tiếp theo, khảo sát dao động tự do nhằm định lượng ảnh hưởng của nứt tới tần số riêng 

và dạng dao động. Bài toán trị riêng được giải trên cùng lưới phần tử với bài toán tĩnh để đảm 

bảo nhất quán ma trận khối lượng, độ cứng. Các thuộc tính của tấm BTXM được lấy số liệu 

theo mục 3.2.1; kích thước tấm Lx=1m; h=10cm. Tham số tần số được tính theo công thức 

(15). 
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a) Tựa đơn 4 cạnh (SSSS) 

 
 

 

b) Hai cạnh tựa, hai cạnh tự do (SFSF) 

Hình 2. Độ võng tấm tại mặt cắt giữa vuông góc với vết nứt. 
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a) Tựa đơn 4 cạnh (SSSS) 

 

 

b) Hai cạnh tựa, hai cạnh tự do (SFSF) 

Hình 3. Ứng suất pháp  y
tại mặt dưới tấm BTXM. 



Transport and Communications Science Journal, Vol 76, Issue 08 (10/2025), 1064-1077 

1074 

Bảng 3. Tần số dao động tự do của tấm BTXM có vết nứt khi tỉ lệ cạnh tấm thay đổi α=0; SSSS. 

Chiều dài 

vết nứt 

(Lc/Lx) 

Tỉ lệ cạnh của tấm (Ly/Lx) 

0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75 2 

0 13,4224 7,68387 5,59411 4,61133 4,07321 3,74728 3,53515 

0,1 13,0424 7,58098 5,55742 4,5957 4,0655 3,74287 3,53218 

0,3 11,3761 7,08272 5,3625 4,50494 4,01745 3,71473 3,51432 

0,5 9,70533 6,51757 5,12337 4,38733 3,95264 3,67568 3,48905 

0,7 8,57622 6,10191 4,93564 4,29035 3,89729 3,64147 3,46647 

Các giá trị trong Bảng 3 là tham số tần số chuẩn hoá theo công thức (15). Với mọi tỉ lệ 

cạnh Ly/Lx; tham số tần số giảm đơn điệu khi chiều dài vết nứt tăng - phù hợp với việc độ 

cứng suy giảm. Mức độ nhạy phụ thuộc mạnh vào Ly/Lx: 

Ly/Lx=0,5: tham số tần số giảm từ 13,4224 (Lc=0) xuống 8,5762 (Lc/Lx =0,7), tức giảm 

36% – ảnh hưởng nứt rất rõ. 

Ly/Lx=1: từ 5,5941 xuống 4,9356 (11,8%). 

Ly/Lx=2: từ 3,5352 xuống 3,4665 (1,9%). 

Như vậy, tấm “ngắn–rộng” (Ly/Lx nhỏ) nhạy với nứt hơn bản dài–hẹp (Ly/Lx lớn). Xu thế 

giảm đều của tần số theo Lc/Lx  ở mọi Ly/Lx xác nhận vai trò chi phối của chiều dài vết nứt đối 

với đặc trưng dao động của tấm BTXM tựa khớp bốn cạnh. 

Bảng 4. Tham số tần số của tấm BTXM vuông phụ thuộc góc nghiêng vết nứt; SSSS. 

Lc/Lx 
Góc nghiêng vết nứt    

00 100 200 300 400 450 

0 5,59411 5,59411 5,59411 5,59411 5,59411 5,59411 

0,2 5,47291 5,4725 5,47148 5,47023 5,46925 5,46901 

0,4 5,24149 5,23754 5,22736 5,2156 5,20762 5,20634 

0,6 5,01888 5,00462 4,96771 4,92427 4,89463 4,89031 

0,8 4,87801 4,8456 4,75976 4,65442 4,58003 4,56959 

Do tấm đối xứng nên chỉ khi tính tần số của tấm phụ thuộc góc nghiêng vết nứt, ta chỉ 

cần xét 
0 00 45  như Bảng 4. Với mỗi chiều dài vết nứt, tham số tần số giảm đơn điệu 

theo góc nghiêng  : góc   càng lớn , độ cứng hữu hiệu càng suy giảm và tần số càng thấp. 

Mức ảnh hưởng của góc phụ thuộc mạnh vào độ dài nứt: 

Giảm ít nhất (góc tác động rất nhỏ): Lc/Lx =0,2 từ α=00 đến 450 chỉ giảm thêm ≈0,07% 

(5,47291 → 5,46901). So với tấm nguyên vẹn, mức giảm là ≈2,2% tại 00 và 450, chênh lệch 

do góc gần như không đáng kể. 

Giảm nhiều nhất (góc tác động mạnh): Lc/Lx =0,8 từ α=00 đến 450 giảm thêm ≈6,3% 

(4,87801 → 4,56959). Tính từ mốc nguyên vẹn, tần số giảm ≈12,8% ở 00 và ≈18,3% ở 450. 

Như vậy, chiều dài vết nứt vẫn chi phối mức suy giảm chính, nhưng góc nghiêng trở 

thành yếu tố tăng cường suy giảm đáng kể khi vết nứt đã đủ dài; với nứt ngắn, ảnh hưởng của 

góc gần như thứ yếu. 
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Bảng 5. Tham số tần số của tấm BTXM với các điều kiện biên khác nhau; SSSS. 

Lc/Lx 
Điều kiện biên 

CCCC CSCS CFCF SSSS SSSF SFSF 

0 9,63767 7,88162 6,14116 5,59411 3,43815 2,82189 

0,2 9,4395 7,67207 5,99976 5,47291 3,35891 2,71716 

0,4 9,08599 7,28278 5,70059 5,24149 3,187 2,49059 

0,6 8,81517 6,92434 5,32393 5,01888 2,95684 2,17435 

0,8 8,69749 6,70536 4,90478 4,87801 2,68034 1,75641 

Bảng 5 đã tính toán tham số tần số dao động của tấm phụ thuộc vào điều kiện biên ở các 

cạnh tấm, với ký hiệu được quy ước, chẳng hạn CSCF nghĩa là cạnh 1 và 3 ngàm (C), cạnh 2 

tựa (S), cạnh 4 tự do (F). Ta thấy rằng, tham số tần số giảm khi vết nứt dài ra với mọi điều 

kiện biên, nhưng mức giảm phụ thuộc mạnh vào độ “cứng biên”. Trật tự giá trị luôn theo 

CCCC > CSCS > CFCF > SSSS > SSSF > SFSF, phản ánh biên ngàm nhiều thì cứng hơn, tần 

số cao hơn. Độ nhạy với nứt lớn nhất ở các biên có cạnh tự do: ví dụ SFSF giảm từ 2,82189 

(Lc/Lx =0) xuống 1,75641 (Lc/Lx =0,8), tương đương −37,8%. Ngược lại, tấm CCCC chỉ giảm 

≈9,8% (9,63767 → 8,69749). Kết quả cho thấy điều kiện biên vừa quyết định mức tần số nền, 

vừa điều tiết mức suy giảm do nứt: biên càng “mềm” (có cạnh tự do) thì tần số càng thấp và 

càng nhạy với chiều dài vết nứt. 

Hình 4 minh họa ba dạng dao động đầu tiên của tấm BTXM có vết nứt Lc=0,7Lx ; 
00   dưới ba điều kiện biên: CFCF, SSSS, SSSF. Có thể thấy rằng, điều kiện biên quyết 

định hình dạng mode và mức độ biến dạng.  

4. KẾT LUẬN 

Bài báo đã xây dựng một mô hình tính toán hợp nhất cho tấm bê tông xi măng (BTXM) 

có vết nứt dựa trên FSDT (mô tả biến dạng cắt của tấm chiều dày trung bình), mô hình phase-

field (biểu diễn trường nứt liên tục không cần theo dõi biên nứt) và PTHH (giải bài toán uốn 

tĩnh và dao động tự do). Cách tiếp cận này cho phép đánh giá đồng thời trạng thái ứng suất, 

độ võng và đặc trưng dao động trong cùng một hệ phương trình nhất quán về năng lượng và 

trường biến, phù hợp để phân tích các kết cấu tấm BTXM dùng trong thực tế. 

Kết quả kiểm chứng cho thấy mô hình tái hiện tốt độ võng và phân bố ứng suất của tấm 

cũng như xu thế suy giảm tần số khi xuất hiện nứt. Khảo sát tham số khẳng định ba kết luận 

chính: (i) chiều dài vết nứt là yếu tố chi phối: độ võng tăng và tần số giảm đơn điệu khi vết 

nứt dài ra; (ii) điều kiện biên quyết định mức đáp ứng nền và độ nhạy, các trường hợp có cạnh 

tự do cho biến dạng lớn và tần số thấp hơn rõ rệt; (iii) góc nghiêng vết nứt chỉ tạo hiệu ứng 

thứ yếu trong miền tham số xét, nhưng có thể làm tăng mức suy giảm tần số khi vết nứt đã 

dài. Tại vùng lân cận đầu nứt, độ cứng hiệu dụng suy giảm được mô hình hóa tự nhiên nhờ 

biến trường hư hỏng của phase-field. Các kết quả hiện tại đã cho thấy tính khả dụng và độ tin 

cậy của sự kết hợp Phase-field–FSDT–PTHH như một nền tảng vững chắc cho nghiên cứu và 

ứng dụng kỹ thuật. 
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Hình 4. Ba dạng dao động đầu tiên của tấm BTXM nứt (Lc=0,7Lx ; 
00  ) 
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