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Abstract. In structural mechanics, solving partial differential equations (PDEs) is
traditionally performed using numerical methods such as the Finite Element Method (FEM).
However, when applied to optimization problems, FEM often encounters limitations due to
its high computational cost and difficulties in handling continuously varying geometries.
Recently, Physics-Informed Neural Networks (PINNs) have emerged as a promising
alternative, enabling the solution of PDEs without mesh generation by directly embedding
physical laws into the loss function of deep learning models. This study initially develops a
PINN model for the uniaxial tension bar problem, with the aim of evaluating the effectiveness
of three commonly used training techniques: non-dimensionalization of input and output
variables; the use of hard versus soft boundary conditions; and the choice between PDE-
based and energy-based loss functions. Results show that non-dimensionalization improves
accuracy by balancing gradients across physical quantities; hard boundary conditions lead to
faster and more stable convergence; and PDE-based loss functions enforce local physical
constraints more effectively than energy-based ones. This work represents only an initial
study on a simple problem; nevertheless, the obtained results demonstrate the potential of
PINNs in structural mechanics and provide a foundation for further development and
extension to more complex problems.
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Tém tat. Trong co hoc két cau, viéc giai cac phuong trinh vi phan dao ham riéng (PDEs)
thuong duoc thuc hién bang cac phuong phap sé nhu phuong phap phén tir hiru han (FEM).
Tuy nhién, khi 4p dung cho cac bai toan lién quan dén t6i wu hoa, FEM thudng gip han ché
do chi phi tinh toan cao va khé khan trong xur ly hinh hoc thay d6i lién tuc. Gan day, mang
no-ron thong tin vat Iy (PINN) da ndi 1én nhu mot phuong phap thay the hiéu qua, cho phép
giai PDEs ma khoéng can chia luoi phan tir, bang cach tich hop truc tiép cac dinh luat vat Iy
vao ham mat mat ciia mo hinh hoc sau. Nghién ctru ndy budc dau xay dung mo hinh PINN
cho bai toan thanh chiu kéo thuan tiiy, nham danh gia hiéu qua ciia ba ky thuat huan luyén
pho bién nhu dua bai toan vé dang khéng thtr nguyén; st dung diéu kién bién ctng hoic
mém; lya chon gitra ham mét mat dang PDE hodc dang ning lugng. Két qua cho théy viée
dua vé dang khong thir nguyén giup cén bang gradient va cai thién d¢ chinh xac; diéu kién
bién cling dan dén hoi ty nhanh va 6n dinh hon; va ham méat mat dang PDE kiém so4t rang
budc vat 1y tot hon ham ning luong. Pay méi chi 1 nghién ctru budce dau trén mot bai toan
don gian, song cac két qua dat dugc da khéng dinh tiém nang cua PINN trong co hoc két cau,
ddng thoi tao nén tang dé phat trién va mé rong cho cac bai toan phirc tap hon.

Tw khéa: Mang no-ron thong tin vat ly, PINN, co hoc vét ran, thanh chju kéo thuan tuy
@ 2025 Truong Pai hoc Giao théng van tdi

1. PAT VAN DE

Tinh toan co hoc két cau dong vai trd quan trong trong linh vurc xdy dung, véi trong tam 1a
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giai cac phuong trinh vi phan riéng phan (PDEs). Hién nay, phuong phéap phd bién nhat dé giai
PDEs 1a phuong phap phan tir hitu han (FEM — Finite Element Method). Tuy nhién, FEM van
tdn tai mot sé han ché, dic biét trong céc bai toan nhiéu chiéu khi s6 bac tu do tang theo cap )
nhan, lam ting dang ké do phirc tap tinh toan. Ngoai ra, FEM gip nhiéu kho khin vé6i bai toan
phi tuyén (vé hinh hoc va vat liéu), do yéu cau lya chon phan tir phi hop va qué trinh 13p tinh
phtre tap, ton thoi gian va tai nguyén. Viée chia ludi trong cic ving c6 bién dong manh hoic
bién hinh hoc phtc tap ciing 1a mot thach thirc dang ké.

Trong bbi canh do, tri tué nhan tao (AI) dang ndi 1én nhuw mot phuong phép thay thé hiéu
qua nho sy phat trién manh mé cua dit liéu ky thuat s6, sttc manh tinh toan va cac thuét toan
hoc sau (deep learning). Dic biét, mang than kinh nhan tao (ANN) d4 duoc 4p dung rong rai
trong co hoc két cau. Sy két hop gitta FEM v6i mé hinh dit liéu (data-driven) ciing duoc tng
dung dé nghién ctru tmg xtr ctia két ciu va vat liéu [1-3].Tuy nhién, ANN truyén théng va tham
chi két hop FEM — data driven van mang tinh “hop den”, thiéu kha nang giai thich vat Iy va
thuong doi héi lugng dir 1iéu 16n véi do chinh xéc cao khi 4p dung theo hudng hoc thuan dit
liu.

Pé khic phuc cac van dé co thé gip phai ciia hai phuong phap trén (FEM va data-driven),
mang no-ron thong tin vat Iy (PINN) da duoc dé xuat [4], trong d6 cac dinh luat vat 1y co ban
dugc xem xét thong qua viéc két hop cac phwong trinh vat Iy vao mang. PINN 1a gidi phap can
bang gitta FEM va giai phap du doan dua trén dit liéu thuan tiy khi tich hop dit liéu véi thong
tin vat Iy nham cai thién hiéu suat du doan va khic phuc van dé thiéu hodc mat cin bang di
liéu. Hon thé nira, Khac v6i FEM can phan mém thuong mai (Abaqus, Ansys,...), PINN duoc
lap trinh tryc tiép bang Python véi cac thu vién ma ngudn mé nhu PyTorch TensorFlow,
NumPy,....Hién nay, PINN da va dang dugc ing dung rong rai dé giai quyét nhiéu bai toan
thue t& nhu cac bai toan vé co hoc chat long [5-8], truyen nhiét [9-12] va co hoc vat ran [13-
16], ... Tuy nhién, img dung PINN trong giai quyet cac bai toan két cau van dang & giai doan
dau va c6 rat nhidu vin dé phirc tap can giai quyét ngay ca V01 bai toan don gian mot Chleu hoac
hai chiéu. That vay, mic du so véi FEM, thi PINN khong can tao ludi phan tir tiéu tén nhiéu
thoi gian, nhung lai can phai giai quyét van dé ctia bai toan tdi wu hoa. Cu thé, cic cau triic ciia
PINN thuong 1a cac mang da 16p (Multi Layer Perception — MLP). Tuong tu nhu cac nhiém vu
hoc sau khac, cau hinh kién tric va cac tham s6 cua mang no ron da 16p (nhu d6 sau, d6 rong,
cac ham kich hoat, toc d6 hoc, s6 luong epoch huan luyén, va cac lya chon bd t01 uy, ...) déu
c6 anh huong 16n toi hidu sut ciia PINN, Dleu nay da duoc dé cap toi trong mot sd nghlen clru.
Chang han, Raissi va cong su [5] da chi ra rang viéc tang d6 rong va do sau cua PINN co thé
cai thién d6 chinh xac cia du doan. Anh huong ctia ham kich hoat téi hiéu qua cia PINN da
duogc dé cap t6i trong mot s6 truong hop [17]. Tuy nhién, ngoai anh hudng cac tham s vé ciu
trac cua mo hinh, khi xay dyng m6 hinh PINN dé giai cac bai toan co hoc, mot s6 giai phap ky
thuat di dugc dé xuat ap dung nhu k¥ thuat dua bai toan vé dang khong thir nguyén
(dimensionless), k¥ thuat sir dung cac dang diéu kién bién khac nhau (diéu kién bién cung, diéu
kién bién rnem) hodc str dung cac dang ham mat mat khac nhau. Tuy nhién, hiéu qua cua cac
giai phap ndy van chua duoc nghién ctru day du va didu nay s& duogc thyc hién trong nghién
ctru nay théng qua viée giai quyét mot trong nhing bai todn co ban nhat trong co hoc két céu,
d6 1a bai toan thanh chiu kéo thuan tay. Muc tiéu 1a trién khai xay dung mé hinh PINN dé du
doan tng xtr (chuyén vi, mg suét va bién dang doc truc) cia thanh chiu kéo thuan tiy, dong
thoi nghién ctru anh hudng mot sé giai phap k¥ thuat ap dung trong mé hinh PINN dé thay rd
uu, nhugc diém va kha nang ap dung ciia timg giai phap cho cac truong hop khac nhau

2. MO HINH MANG NO-RON TiCH HOP THONG TIN VAT LY (PINN)
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Mo hinh mang than kinh tich hop thong tin vét Iy (Physics informed Neural Networks -
PINN) 12 mé hinh két hop mang than kinh nhén tao (ANN) dé “hoc” cac quy ludt vat ly. Mo
hinh mang PINN gdm hai thanh phan chinh, d6 14 mang no-ron nhan tao ANN (phan mau xanh)
va cac rang budc vat ly (phén mau do) trén Hinh 1. ANN chiu trach nhi¢m hoc tir di¥ li¢u, trong
khi d6 cac rang budc vat 1y s& duoc dam bao thong qua ham mat mat dé cac nghiém tim duoc
tuan thu cac dinh luat vat ly.

ﬂ)INN Téi wu hoa \
e Sy m T T L --------- S

Tich hgp phuong trinh vt
ly vao ham tong mat mat

/

D
N
Q
N
N
-------—,

Hinh 1. Cau trac md hinh mang no-ron tich hop thong tin vat 1y (PINN).
2.1. Mang than kinh nhin tao

Mang no-ron nhén tao (ANN) la mdt cong cu manh me trong linh vuc hoc may va tri tu¢
nhan tao, dugc thiét ké dua trén cam hing tir cau trac va chire nang ctia bo néo con nguoi. ANN
bao gom cac 16p no-ron (neural) duoc sap xép thanh ba loai chinh: 16p dau vao (input layer),
16p an (hidden layer), va 16p dau ra (output layer). Mdi no-ron trong mang c6 cac két nbi (lién
két) véi cac no-ron & 16p ke tiép. Trong mot ANN, cac 16p mang no-ron lién ké duoc két ndi
v6i nhau thong qua trong s6, do 1éch va cac ham kich hoat. Khi sir dung ANN, théng tin dau
vao dugc dua vao mang no-ron thong qua 16p dau vao, sau d6 duoc lan truyén qua céc 16p lién
ké. Cudi cing, du doan cia ANN dugc xuét ra thong qua 16p dau ra. Mot ANN c6 L 16p c6 thé
dugc biéu dién toan hoc nhu sau:

¢(0) =y

‘&U) — W(Z)Tg(l—l) + b(l)’ l=1,2,...,L

#O = 90(EW), 1=1,2,...,L

u= ¢(L)

Trong d6 W® va b® 1a ma tran trong sé va véc to do léch cua layer thir (1), con 9P1a
ham kich hoat gitp mang no-ron hoc dugc cadc moi quan hé phi tuyén.

(1

2.2. Tich hgp thong tin vét Iy vao mang thin kinh nhan tao thong qua ham tong mat mat

Trong mang ANN thong thuong (hoc tir dit 1iéu, khong duogc tich hop thong tin vat 1y), qua
trinh hoc ctia ANN dién ra thong qua qua trinh lan truyén xudi dé du doan dau ra, va thuat toan
thuat toan lan truyén nguoc (backpropagation) dé tinh toan dao ham cua ham mat mat theo
trong so va do 1éch, sr dung phuong phap gradient descent (GD) dé t&i uu hoa mang, diéu chinh
trong s6 cua cac két ndi va do 1éch dé tdi thiéu hoéa ham mat mat (giam sai s giira dau ra du
doan va déu ra thuc té).

Déi v6i mang thong tin vat ly (PINN), thong tin vat Iy dugc tich hop vao mang than kinh
nhan tao thong qua ham mat mat (phan mau do6 trén Hinh 1). Him mét mat khi nay (biéu thic
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(2)) ngoai mat mat lién quan sai s trong viéc wéc luong nghiém uy tai cac diém dit liéu da cho
lién quan t6i diéu kién bién (L), thi con mot thanh phan mat mat lién quan t6i vat Iy (Lpnysic)-

Viéc tinh vi phan timg phan cta nghiém xap xi (%, 66529 , ...) dugc thuc hi¢n thong qua ky
thuat vi phan ty dong str dung cac khung ma ngudn mo nhu Tensorflow [15].
L(x,0) = L,(x,0) + Lphysic(x' ) (2)

Bang cach toi thi€u hda ham tong mat mat s€ thu dugc nghiém xap xi uy théa man ca dir
li¢u va cac rang bude vat ly:

0" = argmin L(x, 0) = argmein (Lb (x,0) + Lppysic(x, 0)) 3)
6
6* chinh la trong s6 va do 1éch t6i uu cia ham muc tiéu L(x,0)
3. MO HINH THONG TIN VAT LY CHO BAI TOAN CO HQC PAN HOI TUYEN
TINH
3.1. Bai toan co hoc vt rin dan hoi tuyén tinh

Viéc tinh toan co hoc vat ran dan hdi tuyén tinh dwa trén PINN sé& dua trén cac phuong
trinh co ban (phuong trinh (4) t61 (8)). Cac phuong trinh nay m6 ta sy can bang luc, mdi quan
hé gitra bién dang va chuyén vi, cling nhu mdi quan hé giira ing suat va bién dang trong co hoc
vat ran.

Phuong trinh cin bang;

Vo+f =0 trén Q 4)
- Quan hé tng suét bién dang (dinh luat Hooke):

o =2ue(u) + Atr(e(u))dé (5)
- Phuong trinh bién dang (hé thitc Cauchy):

e = (Pu+ (Tu)) (©)

- Piéu kién bién (Boundary Conditions):
« Diéu kién bién tai trong:

on=t (7
 Dibu kién bién vé chuyén Vi:

U =1ug (8)
- Phuong trinh can bang ning lugng:

Wint = Wext ©)

Trong do:
Wi, 1a cong ctia noi luc: Wy, = %fg e(x):a(x)dQ
Wxe, 1a cong ctia ngoai luc: W, = fan a(x).n(x).u(x)doQ

o 1a tensor Gng sut; £ 1a luc khoi; u va A 1a cac hang s6 Lamé; 8 14 ham delta
Kronecker; e(u) 1a tensor bién dang tmg vi chuyén vi u; n 1a véc to phap tuyén
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hudng ra ngoai bé mat 9.2 t 1a véc to lyc tdc dong 1€n bé mat bién; u, 1a véc to
chuyén vi cho trudc trén bién.

3.2. Mang thén kinh théng tin vét 1y cho bai toan co hoc vt rin

Dé giai bai toan co hoc vat ran bang phuong phap mang than kinh thong tin vat Iy (PINN),
tte 1a str dung mang than kinh dé x4p xi nghiém ctia hé phuong trinh vi phan tir (4) d&én (8), can
xem xét mot s van dé quan trong. Trong d6 c6 viéc xem xét dua bai toan vé dang khong thr
nguyén gip; cach thie ap dung diéu kién bién; va viéc lya chon cic ham mét mat phu hop
(chang han nhu loss phuong trinh vi phan hoic loss ning lugng) dong vai trd then chdt trong
huén luyén mé hinh hiéu qua.

a) Dang khong thir nguyén

Cac dai luong trong phuong trinh co ban cta co hoc vat rin & trén (phuong trinh (4) dén
(9)), cu thé 1a toa do khong gian (x), ing suat (o), chuyén vi (1) ciing nhu cac tham so vat liéu
(A, 1) c6 su khac biét 16n ve gia tri  tuyét d6i cua chung. Trong khi chuyén vi thuong nam trong
khoang u <« 1mm, thi cac tham s vat liéu nam trong khoang (A, u > 103MPa), toa d6 khong
gian nam trong khoang (x » 1m). Nhimg su khac biét nay dan dén kho khin trong qua trinh
t6i wu hoa ham tong ton that L(x, ). Piéu ndy ciing da dugc ghi nhan trong mot sé nghién ctru
([18-20]).

Pé khic phuc van dé nay, mot phuong phap dugc dé xuét boi (Langtangen va Pedersen,
2016) tam duoc goi 1a phuong phap dua v€ dang khong thir nguyén. Theo phuong phép nay,
cac gia tri trén s€ duoc dua vé dang khong thir nguyén dé nam trong cung mot thang don vi
trude khi tinh toan ton that. Diéu nay ciing ap dung cho cac diéu kién bién. Mdi dai luong dugc
chia boi mot gia tri tham chiéu twong tng nhu sau:

_ X _ [ A u
X:x—C;O':O_—Cu_u—Cﬂ_A—C,Ll:E (10)

Trong do6 ® biéu thi cic dai luong khong thir nguyén va e, 1 cac gia tri tham chiéu twong

ung, thuong dugc chon 1a cac gia tri 1on nhét cua dai luong do trong mién Q.

‘ Khi da giai dugc bai toan, cac két qua dy doan c6 thé duoc dua vé dang v6i don vi géc ban
dau cua chung dé dat dugc két qua dinh lugng chinh xac.
b)  Diéu kién bién
Viéc xay dyng bai toan t6i wu hoa trong phuong trinh (13) ap dat diéu kién bién thong qua
mot thanh phan mat mat riéng biét L, (x 6) duoc goi 1a cach tiép can dleu kién bién mém trong

PINN [2]. V&i cach tiép can ndy, cac diéu kién bién s& dugc thoa man néu thanh phan mat mat
L, (x,0) bang khong.

Ngoai cach tiép can trén, mot s6 nha nghién ctru [21-23] di dé xudt cach tiép can theo diéu
kién bién cting. Theo cach tiép can nay, diéu kién bién cung dugc thuc hién bé“mg cach dé xuat
ham thu ty dong théa man diéu kién bién nhu sau:

N(x,0) = G(x) + DN (x; 6) (11)

Trong d6 ham G (x) 1a ham duogc xay dung sao cho n6 thdéa man cac diéu kién bién mot
cach ty nhién. Ham D (x) duoc thiét ké dé c6 gia tri bang khong trén bién va ting dan khi di
chuyén ra xa khoi bién. V' (x; 6) 1a dau ra cia mang no ron co ban dé tim ra 1oi giai gan dung
cho phuong trinh vi phan (PDE) va khong bi han ché boi diéu kién bién. Y tuéng chinh 1a G (x)
va D (x) duoc xay dung dé dam bao rang cac dau ra ciia mang no-ron nhan tao N (x, 8) ty dong
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thoa méin cac diéu kién bién ma khong can thém bt ky rang budc nao vao qua trinh huan luyén
cua N(x; 6).
Uu diém cua diéu kién bién cing so v6i diéu kién bién mém la giam su phirc tap cia bai
todn to1 uu hoa trong phuong trinh (12), don gian thanh:
0* = argmin L(x,0) = argmein Lyge(x,0) (13)
0

Ham mat mat khi d6 chi con lai mat mat ctia phwong trinh vi phén.
¢) Ham mdt mdt théng tin vt Iy

Véi truong hop bai toan co hoc vat ran tinh toan dua trén PINN, ap dung cac phuong trinh
tlr (4) dén (9) & trén, ham mat mat thong tin vat 1y (Lpnysic (%, 8)) c6 thé tinh theo hai cach: ham
mAt mat tiéu chuén tinh truc tiép tir phwong trinh vi phan va diéu kién bién (Lppg (x, 6), va ham
mAt mat dua trén ning luong (Energy-based loss function - Linergy (x,0))

Ham mét mat tiéu chuan 1a tong mat mét tinh theo trung binh binh phuong sai s6 MSE
(mean square errors) tr phuong trinh vi phan va dicu kién bién lyc tai cac diém mau, dugc viét
nhu sau:

Lppp(x,0) = —Z (V +f) +— Nbl(a n— t')2 +N sz(u ) (14)

Trong d6 Nf , Ny, va Ny, lan lu(_)'t 1a tong s6 diém 1ay mau trong mién tinh toan (s6 diém
collocation point), s6 diém dit lidu trén bién ap tai trong va s6 diém trén bién ap chuyén vi.
Dua trén nguyén ly can bang cong cua ndi lyc va ngoai lyc (phuong trinh (9)), ham mat

mat dya trén nang lugng dugc dé xuat dua trén nguyén 1y bién phan va duoc xac dinh bang
binh phuong sai s6 gilra cong ndi luc va cong ngoai lyc:

Lgnergy(x,0) = Wint — Wext = %fg e(x):a(x)d2— [, (x).n(x). u(x)doQ (15)

4. MO HINH THONG TIN VAT LY GIAI BAI TOAN THANH CHIU KEO THUAN
TUY
Dua trén nguyén 1y xay dung mo hinh mang PINN cho bai toan co hoc vat rin, trong nghién
clru nay sé tién hanh trién khai mo hinh PINN cho mdt trong nhiing bai toan co ban nhat cia
linh vire nay, d6 1 bai toan thanh chiu kéo thuan tiy. Muyc tiéu 1a kiém chtng va ti uu hoa md
hinh PINN cho bai toén, tir d6 mé rong cho céc bai todn phure tap hon trong tuong lai.

4.1. Bai toan thanh chiu kéo thuén tay

Xem xét bai toan thanh dong nhat chiu kéo nhu trén Hinh 2: Thanh c¢6 chiéu dai L =
1000mm; mo6 dun dan hoi Young cua vat li€u thanh 1a E = 210MPa; mdt dau thanh duoc
ngam co dinh tai bién trai va img suat kéo t = 200 (MPa) dugc ap vao bién phai cta thanh.

t
§ (E) — R

L L

Hinh 2. M6 ta bai toan thanh chiu kéo thuan tuy.

~ Phuong trinh can bang, dinh luat Hooke, phuong trinh bién dang cho bai toan nay duoc
viét nhu sau:
2
a—u=0; s=a—u; o =Ee (16)

dx2 0x
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Diéu kién bién twong tng:
u(x =0) =0; olx=1)=1 (17)
4.2. Trién khai mé hinh théng tin vat Iy PINN cho bai toin thanh chiu kéo thuén tiy

Khi trién khai m6 hinh PINN cho bai toan thanh chiu kéo thuan tiy & dy, ching toi s& xét
t6i cac truong hop sau dé nghién ctru anh hudng ctia mot sd k§ thuat khi t6i vu hoa mé hinh
PINN cho bai toan co hoc da dé cap o trén. Cuy thé & nghién ctru hi€u qua cua viéc dua bai toan
vé dang khong thir nguyén, ddng thoi nghién ciru anh hudng cia viée 4p dung hai dang diéu
kién bién 1a diéu kién bién ctng va diéu kién bién mém, cling nhu hiéu qua cia viéc ap dung
hai dang ham mét mat 12 hAm mat mat ning luong va ham mat mat tinh truc tiép tir phuong
trinh vi phan.

a) Puwa bai todn vé dang khong thir nguyén (dimensionless)

Khi giai bai toan v&i phuong trinh gbc (16, 17) ¢ trén, cac phuong trinh vat 1y nay dugc
tich hop vao mang than kinh thong qua ham tong mat mat sau:

— ou 2 2
Lopp(x,6) = -3 (Zy (@ ) (ul=0) (18)
Dang khong thir nguyén cua phuong trinh vi phan, phuong trinh bién dang va dinh luat
Hooke ¢ trén duoc viét nhu sau:

i ou

= =0 £= g=E.¢ (19)
Diéu kién bién dudi dang khong thtr nguyén:
u(x = 0) = 0 o(x = L=t (20)
Trong do cac dai lugng L; %; i1; € va & lan luogt 13 chiéu dai, cac bién khong gian, chuyén
vi, bién dang va (mg suat khong thu nguyén dugc xac dinh nhu sau:
+ L __x  _— _u_ __ e __c -t = E
L=—,; X=— u=—, é=— 0=—; t=— E=—
Lc Lc Uc &c o’ oc Ec

Val. u.; & o, lan luot 1a cac gia tri tham chiéu, va thuong dugc chon la cac gia tri 1on
nhat cua tung dai luong. Cu thé, vdi bai toan thanh dong nhat chiu kéo thuan ty nay thi gia tri
tham chiéu duoc chon nhu sau:

Le=L; o = t; E, =E; uo =% g =%
c

Vi¢c dua bai todn vé dang khong thir nguyén trong truong hop nay ngoai viée don gian hoa

phuong trinh va loai bé don vi cta cac dai lugng thi con dua dir li¢u vé trong khoang [0, 1].

Ham t6ng mat mat trong truong hop nay dugc viét lai:
o N2 -
+(& -f) + @ @

_ 1 Nf (0272
Lppe(%, 6) = N—fzizfl (ﬁ) Py

Nhu vay, ta s€ xay dung mo6 hinh PINN cho hai truong hop: Truong hop 1 1a mo hinh
PINN d¢é giai cac phuong trinh gdc (16, 17) thong qua viéc t6i thiéu hoa ham tong mat mat (18);
va truong hop 2 1a mo hinh PINN dé giai hé phuong trinh khong thtr nguyén (19, 20) thong qua
viéc tbi thiéu hoa ham tong mat mat (21). Sau khi giai xong bang PINN vé&i dang khong thir
nguyén, két qua dau ra du doan s& duoc nhan véi dai luong tham chiéu dé ra duoc gi trj du
doan véi don vi gbc. Két qua du doan ciia hai truong hop duge so sanh va cho thay hiéu qua
clia giai phap dwa bai toan vé dang khong thir nguyén (nhu két qua thé hién ¢ phan 4.3 dudi
day).
b) Biéu ki¢n bién cieng va diéu kién bién mém
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Viéc nghién ctru anh huéng cia cac diéu kién bién s& dua trén mo hinh PINN giai cho bai
toan dua vé dang khong thtr nguyén (dugc chimg minh 1a hi€u qua vuot trdéi nhu két qua phan
tich & muc 4.3 duéi day)

Anh huéng cua hai dang diéu kién bién 13 diéu kién bién cting va diéu kién bién mém ciing
s€ dugc xem xét trong nghién ctru nay. Ham mat mat trong biéu thirc (21) ¢ trén 1a viét tuong
ung voi truong hop ap dung dicéu ki¢n bién mém. Khi 4p dung dicu kién bién cing theo bicu
thire (12) cho bai toan nay, ham thir V' (x, 8) c6 dang:

u(x,0) =0 + xu(x; 9) (22)

Trong d6 u(x; 0) la dau ra tryc tiép tir mang No-ron nhén tao va (%, 8) 1a dau ra thuc té
sau 16p dau ra da dugc diéu chinh.

Khi d6 diéu kién bién tai bién trai i|z—, = 0 s& tw dong théa man nén biéu thirc ham téng
mat mat chi con hai thanh phan la mat mat cua phuong trinh vi phan va cua dieu kién bién phai
(bién tac dung Umg suat kéo t):

.2 . 2
fo) = 13 (2 + (2] -7)
Lppe(x,0) = Nfzi=1 972 + 0xlyo1 t (23)
¢) Dang ham mdat mat

Nhu trén da trinh bay, véi bai toan co hoc vat ran khi giai bang PINN, c6 hai dang ham
mat mat 1a ham mat mat tinh tryc tiép tir phuong trinh vi phan va diéu kién bién (Lppg(x, 6))
va ham mat mét ning luong (Lgnergy (X, 8)). Vi bai toan thanh chiu kéo thuan tay nay, ching
t6i s& x6t t6i ca hai trudng hgp ham mat mat nay dé danh gia anh hudng cia timg dang ham téi
hiéu qua ciia mo hinh PINN.

- Ham mAt mat tinh theo tong cua sai s6 binh phuwong trung binh ciia phuong trinh vi phan
va diéu kién bién (da &p dieu kién bién cling cho bién trai) chinh la tinh theo biéu thuc

(23) o trén.
- Ham mat mat ndng lugng cua bai toan nay dugc tinh nhu sau:
_ 1, —rong= =
LEnergy (x,0) = 2 fg E(X)dx — Ul g=q (24)

CAu trac md hinh PINN dé giai bai toan thanh chiu kéo thuan tay cho céc trudng hop khac
nhau ¢ trén ¢ trén dugc mo ta nhu trén Error! Reference source not found. du¢i day. Mot
mang no-ron sau truyén thang FNN duoc sir dung dé xap xi truong dich chuyén u (hoic i)
theo toa d§ x (hodc X). Két qua dau ra dugc nhdp vao ham méat mat. Téi thiéu hoa ham mét
mat s& thu duge nghiép xap xi u (hodc &) thoéa min cac didu kién cua bai toan.

/PINN . Téi wu hoa ,
oS TE mE Em Em Em Em EE En o S == . — T EEEEEEEEEEE T -~ ~

/ \\ / Tich hgp phuwong trinh vét Iy vao ham téng mat mat \

! ! N
3 £ a2 \2 2 2
1 ANN 9 9 9 i (phwong trinh goc) 1 fad ol _
| i r— > L (%,0) = Nf; dx? + ox| bt (u|x:0)
I 9 9 9 \
I ] (Dang khéng thii ~ 1 < o2a\>  (ou A 2
1 9 9 e L ou ) 02U nguyén, bien mém)” Lroe(%,0) = NT; <ﬁ> + <£ T t) + (uL?:O)
I | 9x’ dx?
| . . . ‘ 5 (Dang khong thir : (’9)—1% ﬁ 2+ 0_17 . 2
| : o § (0w 07w\ nguwen bincing “ror" =, £,\ax2) " \ax],,
I ) ) I \0x’ 0x2
v 9 e R, A (Ham mdt mat _1 _
V(O pL @ (L—1 d)@’\(\w phin e d0n8) | gy Fonerey 0 =3 f S
-

Hinh 3. Ciu trac mang PINN cho bai toan thanh chiu kéo thuan tay.
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M6 hinh mang no-ron PINN duoc xay dung dé giai quyét bai toan trén 1a mot mang truyén
thang lién két day du v6i hai 16p & an, mdi 16p gébm 30 no-ron. Mbi no-ron sir dung ham kich hoat
Tanh dé tang kha nang biéu dién qua cac hé phi tuyén. Qua trinh huan luyén st dung thuat toan
t61 vu Adam, voi toe do hoc 1a 0,001. M6 hinh duoc huén luyén t6i da 5000 vong lap (epochs),
nhung s& dimg sém néu ham mat mat khong cai thién sau 50 vong lap lién tiép (thong qua su
dung k¥ thuét early stopping), hodc néu sai 50 ho1 tu nho hon ngudng dinh trude (10° %). Két qua
cua bai todn ung vdi cac truong hop ham mat mat khac nhau dugc phan tich ¢ dudi day.

4.3. Két qua va ban luan
a) Anh hwéng ciia viéc dwa vé dang khong thir nguyén

Két qua trong Hinh 4, Hinh 5 va Bang 1 cho thiy rang mé hinh PINN st dung tryuc tiép céc
dai lwong vat Iy ddu vao ma khong chuin hoa (PINN- -gbc) cho ra két qua dy doan sai léch
nghiém trong so voi nghiém giai tich. Sai s6 tuong doi trung binh (MRE) dbi véi chuyen Vi,

ng suat va bién dang déu 1én t6i khoang 82-92%, bat chap viéc ham mat mat hoi tu vé gia tri
rat nhé (~107°), nhu minh hoa trong Hinh 4.

10'{ | -=-- PINN-gbc
—=— PINN-khong thtr nguyén

0 250 500 750
Epoch
Hinh 4. Loss tong theo s6 epoch cho hai truong hop ding mé hinh PINN tir phuong trinh gbc va
phuong trinh khong thir nguyén.

Hién tuong nay phan anh mot van dé cdt 16 trong qua trinh hudn luyén mé hinh hoc may
vat 1y: sy mét can bang vé thang do giira cac dai lugng vat 1y. Trong bai toan thanh chiu kéo
don truc dang xét, cac dai lugng nhu chiéu dai thanh L, m6 dun dan hoi E, va (mg suat bién o
c6 do 16n chénh léch dang ké so véi cac dai luong vat 1y bac thép hon nhu bién dang hay dao
ham bac hai ctia chuyén vi. Khi khong duoc chuan hoa, cac diéu khoan trong ham mat mét lién
quan dén cac dai luong 16n s€ sinh ra gradient 16n hon, 1am qua trinh lan truyén nguoc bi chi
phdi boi cac thanh phan nay. Nguoc lai, cac diéu kién vat Iy co d6 16n nho hon - nhu diéu kién
Neumann hay diéu kién can bang vi phan - lai tao ra gradient rat nho, dan dén bi b qua trong
qua trinh huén luyén. Két qua la md hinh hoi ty vé mot nghiém sai I¢ch, vi pham cac rang budc
vat Iy quan trong, dii tong thé ham méat méat vin nho. Pay 1a minh ching rd rang cho hién tuong
gradient vanishing khong ddng déu trong ciac mo hinh PINN.

Nguoc lai, khi bai toan dugce chuyen vé dang khong thtr nguyén, mé hinh PINN cho két
qua chinh xac vuot trdi: sai so tuong dbi trung binh giam xudng chi con 0,25% ddi voi chuyén
vi va 0,017% d6i voi ung suit va bién dang. Viéc chuén hoa cac dai luong vat ly vé cung mot
thang do khong thir nguyén (thuong nam trong [0, 1]) gifip can bang anh hudng cua cac diéu
khoan trong ham mat mat, cai thién dang ké qua trinh lan truyén nguoc. Nho d6, mé hinh hoc
duge day du cic rang budc vat 1y, hoi tu nhanh hon, 6n dinh hon va cho két qua phu hop véi
nghiém giai tich trén toan mién tinh.
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Hinh 5: So sanh cac nghiém giai tich v6i nghiém dy doan boi mé hinh PINN du doan tir phuong trinh
g0c va phuong trinh khong thir nguyén: (a) — chuyén vi doc truc; (b) - tng suat doc truc va (c) — bién
dang doc truc

Bang 1. So sanh hiéu qua cia PINN- gdc va PINN- khong thir nguyén.

M&é hinh Thoi gian MRE chuyén MRE irng suast MRE bién
tinh toan (s) vi (%) (%) dang (%)

PINN-gbc 2,36 82 92 92

PINN-khéng thir nguyén 5,76 0,25 0,017 0,017

Két qua nay cho thay rang viéc chuan hoa dir liéu va tham sé vat 1y khong chi 1 bude k¥
thudt phu trg, ma dong vai tro quyét dinh trong tinh chinh xac va dd tin cdy ctia PINN. Ngoai
ra, két qua nay cling goi y rang viéc chi dya vao sy hdi tu cua ham mat mat tong thé c6 the gay
“d0 tudng” ve su ding dan vat ly ctia nghiém. Day 1a hién tugng hdi tu sai trong PINN.

b) Anh hwéng ciia vigc dp dung diéu kign bién cieng va diéu kign bién mém

Tir hidu qua ciia viée str dung mo hinh PINN dé du doan nghiém cua phuong trinh vi phan
duoi dang khong thir nguyén da trinh bay ¢ trén, trong phan nay, t6i tiép tuc nghién ctru dnh
hudng cia diéu kién bién ctig va diéu kién bién mém trén cing co s¢ phuong trinh vi phan &
dang khong thtr nguyén

I s PINN-bién mém
10 —s=— PINN-bién cling
@ 10727
S 107
10 T \ ,
101 ™
0 400 800 1200
Epoch

Hinh 6. Loss tong theo sé epoch cho hai truong PINN-bién ctrng va PINN-bién mém.

Két qua so sanh gitta hai md hinh ap dung diéu kién bién khac nhau dugc d6i chiéu voi
nghiém giai tich, nhu thé hién trong Hinh 6, Hinh 7 va Bang 2 duéi day. C6 thé nhén thy rang
ca hai m6 hinh déu dat dugc d6 chinh xac cao trong du doan cac dai luong vat ly gdém: chuyén
vi, ing suét va bién dang doc truc. Céc két qua du doan gan nhu trung khép véi nghiém giai
tich, cho thay mé hinh PINN c6 kha ning ndi suy va biéu dién bai toan vat Iy mot cach chinh
xéc, bat ké hinh thirc 4p dung diéu kién bién.
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Hinh 7. So sanh nghiém giai tich v6i nghiém du doan boi PINN-bién cimg va PINN-bién mém: (a)
— chuyén vi doc truc; (b)- tng suat doc truc va (c)-bién dang doc truc.

Bang 2. So sanh hiéu qua ctia PINN- bién ctrmg va PINN- bién mém.

M6 hinh Thoi gian tinh ~ MRE chuyénvi  MRE g suat  MRE bién dang
toan (s) (%) (%) (%)

PINN-bién cirng 0,89 0,01 0,0004 0,0004

PINN-bién mém 5,76 0,25 0,017 0,017

Tuy nhién, su khac biét 1 rét giira hai mé hinh thé hién & hiéu qua huan luyén va muac do
6n dinh cua qua trinh t6i wu. Mo hinh st dung diéu kién bién cing cho théy kha nang hoi tu
nhanh va 6n dinh hon dang ké (Hinh 6): ham mat mat giam déu dan va dat gia tri rat nho (~107°)
chi sau khoang 200 vong lip. Trong khi d6, mé hinh véi diéu kién bién mém mét nhiéu thoi
gian hon dé hoi tu va xuét hién cac dao dong 1o rét trong gia tri ham mat mat, dic biét sau
khoang 800 epoch, phan anh tinh nhay cam va thiéu 6n dinh ctia qua trinh huén luyén.

Bén canh d6, hi¢u qua tinh todn cling khac bi¢t rd rét. M6 hinh PINN-bién cung hoan tat
qua trinh huan luyén chi trong 0,89 gidy, trong khi mé hinh PINN-bién mém mat téi 5,76 gidy.
Pong thot, sai sO tuong a6i trung binh (MRE) ctia m6 hinh PINN-bién cung ciing thip hon rd
rét & tat ca cac dai lugng: chuyén vi (0,01% so véi 0,25%), g suét va bién dang (0,0004% so
v6i 0,017%). Két qua nay cho thiy viéc ap diéu kién bién cing vao di giup giam bét sy phu
thudc ctia két qua du doan vao qua trinh t6i wu (dic biét 1a két qua & khu vuc bién), do 6 nang
cao do tin cdy cua mo hinh

Su chénh 1éch 16n vé thoi gian tinh todn cho thay PINN-bién cimg khong chi téi wu hon vé
mat hoi tu ma con mang lai 1¢1 thé dang ké khi moé rong sang cac bai toan 2D, 3D hodc cdc mod
hinh nhiéu tham s6, noi chi phi huan luyén tr¢ thanh yéu t6 then chot.
¢) Anh hwong cua viéc ap dung cdac dang ham mdt mat khdc nhau

Két qua thé hién trén Hinh 8 va Bang 3 cho théy su khac biét rd rét vé hiéu qua gitra hai
phuong phap huén luyén mé hinh PINN str dung ham mat mat dia trén phuong trinh dao ham
riéng (Loss_PDE) va ham nang luong (Loss_Energy). M6 hinh PINN-Loss_PDE kh6ng nhiing
dat do chinh xac vuot tréi ma con co téc do hoi tu nhanh hon dang ké so voi PINN-Loss_Energy.
Cu thé, thoi gian tinh toan ctia mo hinh PINN- Loss_PDE chi khoang 0,89 gidy, thap hon so voi
1,37 gidy ctia md hinh con lai. Pang chu y, sai s6 ‘tuong d6i trung binh (MRE) cua m6 hinh sur
dung Loss_PDE déu thap hon 0,01% cho ca chuyén vi, ung suat va bién dang, trong khi cac sai
s6 twong tmg & mo hinh Loss_Energy cao hon tir hai dén ba bac do 16n.
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Hinh 9. So sanh cac nghiém giai tich v6i nghiém dy doan boi m6 hinh PINN du doan ap dung ham
mat mat Loss PDE va Loss_Energy: (a) — chuyén vi doc truc; (b) - ing suat doc truc; va (c) — bién
dang doc truc.

Hinh 9 minh hoa tryc quan su phu hop gitra nghiém giai tich va nghiém du doéan tir cadc mo
hinh, trong @6 moé hinh PINN-Loss PDE tai hién rat sat nghiém chuan. Nguoc lai, PINN-
Loss_Energy xuét hién sai léch dang ké, dic biét trong ving c6 gradient truong vat 1y 16n. Didu
nay co thé duoc 1y giai boi tinh chét toan cuc cua ham nang luong, thuong lam che 1ap cac sai
s6 cuc bo, trong khi Loss PDE kiém soat tryc tiép nghiém vi phén tai timg diém trong khong
gian.

Két qua nay cho théy trong bai toan thanh chiu kéo thuan tay, viéc ap dung diéu kién bién
clmg két hop v6i ham mat mét Loss_PDE dem lai hi¢u qua huén luyén vuot trdi ca vé do chinh
xac va toc d6 hoi ty. Tuy nhién, can nhan manh rang sy vuot trdi nay khong dong nghia voi
viéc Loss_Energy tr6 nén kem gia tri. Trong cac mé hinh vét liéu phi tuyén hodc bai toan co
diéu kién bién phirc tap, Loss_Energy co thé dong vai trd nhu mot cong cu b6 tro quan trong,
g6p phan on dinh qué trinh huin luyén va bao toan ning luong hé théng. Hudng tiép can két
hop (hybrid loss), trong d6 Loss_PDE va Loss_Energy dugc phdi hop theo ty trong thich hop,
¢6 thé mang lai sy can bang t61 wu gitta tinh chinh xac cuc bd va tinh 6n dinh toan cuc, dic biét
cho cac bai toan phi tuyén hodc da vat 1y.

Bang 3. So sanh hiéu qua ctia PINN- Loss PDE va PINN- Loss Energy.

M&b hinh Thoi gian tinh MRE chuyén vi MRE tng suit MRE bién dang
toan (s) (%) (%) (%)

PINN-Loss_PDE 0,89 0,01 0,0004 0,0004

PINN-Loss_Energy 1,37 1,81 0,99 0,99
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5. KET LUAN

Trong nghién ctru ndy, chung t6i da x4y dung va trién khai m6 hinh PINN d¢ giai bai toan
thanh chiu kéo thuan tiy v6i muc tiéu phan tich va danh gia anh hudng cia mot sd giai phap
k¥ thuat toi hiéu qua ciia mé hinh dé tir d6 xay dung dugc md hinh mang thong tin vat ly hiéu
qué nhét cho bai toan. Nghién ciru da thu duge mét s6 ket qua c6 gia tri quan trong sau: (1) viée
dua bai toan vé dang khong thir nguyén la yéu t6 thiét yéu gitip can bang gradient gila cac diéu
kién vét 1y trong ham tong mat mat, tir d6 tang dg chinh xac mo hinh va khic phuc hién tuong
hoi tu sai 1éch du gia tri ham mAat mat nho. (2) vi€c ap dung diéu kién bién cing vuot troi hon
didu kién bién mém ca vé toc do hoi ty, tinh 6n dinh trong huén luyén va sai s6 twong ddi; diéu
nay dac biét quan trong trong cac mé hinh yéu cau rang budc chinh xac tai bién. (3) Viée su
dung ham mét mat dva trén phuong trinh vi phan (Loss_PDE) cho thdy hiéu suat huan luyén
cao hon so vo1 ham nang lugng (Loss Energy), ca vé thoi gian tinh toan va d chinh xac du
doén, nho kha nang kiém soat nghiém cuc bd tdt hon. Tuy nhién, c6 thé xem xét két hop céac
dang ham mat mat nay v4i nhau (dang hybrid loss) dbi voi nhimng bai toan phi tuyén, da vat ly
phtrc tap.

Nhimg két qua nay khong chi khang dinh tiém niang caa PINN nhu mét cong cu hiéu qua
trong co hoc két cau, ma con cho thiy rang voi cac ky thuat hop 1y, mé hinh c6 thé dat d6 chinh
xéc cao (sai s6 trong ddi trung binh so voi két qua giai tich chi tir 10-6 t6i 10-4 vé tng suit,
bién dang va chuyén vi) va tbc do tinh todn nhanh (dudi 1 gidy). Hudng phat trién tiép theo 1a
mo rong nghién cliru sang cac bai toan nhiéu chiéu, vat liéu phi tuyén hoac hinh hoc phtrc tap.
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