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Abstract. A doubly porous medium can be considered and treated as a heterogeneous 

material consisting of a permeable matrix solid phase containing pores. Therein the numerical 

estimate of effective permeability from the constitutive law and the complexity of the 

microstructure is a fundamental and important subject in the context of double porous 

materials. In this work, the representative area element (RAE) is usually seen as an area 

containing doubly porous materials. It is sufficiently large to include many micro-pores, it 

must however remain small enough to be considered as an area element of continuum 

mechanics. The purpose of this work is therefore to numerically estimate/analyze the optimal 

size of the RAE of doubly porous material under consideration. To achieve this objective, the 

real microstructure is first idealized with a virtual microstructure. Here, the virtual 

microstructure of RAE is made of an isotropic permeable host matrix in which elliptical pores 

of arbitrary sizes are randomly distributed and oriented. Then, the well-known boundary 

element method (BEM) for the computation of the effective permeability of RAE has been 

used. The mean effective permeability of doubly porous material can be calculated by using 

the Monte-Carlo method. Finally, the quantitative estimation of the optimal size of the RAE 

will be discussed in detail.  

Keywords: representative area element (RAE), effective permeability, double porosity, 

Monte-Carlo, boundary element method (BEM). 
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Tóm tắt. Môi trường rỗng kép có thể được xem xét và xử lý như là vật liệu không đồng nhất 

được tạo bởi một chất nền rắn cho phép thấm có chứa các lỗ rỗng vi mô. Trong đó việc dự 

báo bằng phương pháp số giá trị độ thấm có hiệu từ quy luật ứng xử nội tại và mức độ phức 

tạp của cấu trúc vi mô vật liệu là một chủ đề cơ bản và quan trọng trong bối cảnh vật liệu 

rỗng kép. Trong nghiên cứu này phần tử đơn vị đặc trưng (RAE) được xem là phần diện tích 

hàm chứa vật liệu rỗng kép. Phần diện tích này đủ lớn để bao hàm nhiều lỗ rỗng vi mô, nhưng 

nó cũng phải đủ nhỏ để được xem xét là phần diện tích đặc trưng theo quan điểm cơ học môi 

trường liên tục. Do đó mục đích của nghiên cứu này là ước tính/phân tích kích thước tối ưu 

của phần tử đơn vị đặc trưng cho vật liệu rỗng kép xem xét. Để đạt được mục tiêu này, cấu 

trúc vi mô thực tế trước tiên được lý tưởng hóa thành cấu trúc vi mô ảo. Ở đây cấu trúc vi mô 

ảo của phần tử đơn vị đặc trưng được tạo nên bởi một môi trường chất nền thấm được trong 

đó các lỗ rỗng hình elip với kích thước bất kỳ được phân bố và định hướng một cách ngẫu 

nhiên. Sau đó phương pháp phần tử biên được ứng dụng để xác định độ thấm có hiệu của 

RAE. Giá trị độ thấm có hiệu trung bình của vật liệu rỗng kép được tính toán bằng cách sử 

dụng phương pháp Monte-Carlo. Cuối cùng việc xác định kích thước tối ưu của RAE sẽ được 

phân tích một cách đầy đủ và chi tiết. 

Từ khóa: phần tử đơn vị đặc trưng (RAE), độ thấm có hiệu, độ rỗng kép, Monte-Carlo, 

phương pháp phần tử biên (BEM). 
@ 2025 Trường Đại học Giao thông Vận tải 

1. ĐẶT VẤN ĐỀ  

Vật liệu rỗng nói chung hay vật liệu rỗng kép nói riêng có mặt ở mọi nơi và đóng vai trò 

quan trọng trong nhiều ngành kỹ thuật và công nghiệp [1]. Chúng ta biết rằng các vấn đề liên 

https://doi.org/10.47869/tcsj.76.3.11
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quan đến tính thấm của vật liệu rỗng kép về mặt bản chất là bài toán xác định đặc tính truyền 

dẫn có hiệu của môi trường vật liệu không đồng nhất. Chúng ta có thể liệt kê sau đây một số 

công bố quốc tế làm minh chứng cho nhận định này như nghiên cứu của Auriault và cộng sự 

[2], nghiên cứu của Sanchez-Palencia [3], nghiên cứu của Whittaker [4], nghiên cứu của 

Alcocer và Singh [5, 6], nghiên cứu của Monchiet và cộng sự [7] và nghiên cứu của Tran và 

cộng sự [8, 9, 10]. Môi trường vật liệu không đồng nhất nói trên có thể được quan niệm như 

một vật liệu hỗn hợp hai thành phần bao gồm chất nền rắn có tính thấm (tính thấm này có được 

do nội tại của pha nền có chứa các lỗ rỗng nano) và trong đó các lỗ rỗng vi mô lấp đầy nước 

phân bố rải rác một cách ngẫu nhiên. Mô hình vật liệu này có thể dùng để lý tưởng hóa các vật 

liệu thực tế như đá, đá cát kết, đất, bê tông, xương, gỗ và rất nhiều vật liệu nhân tạo khác.  

Để mô phỏng ứng xử với vật liệu đa pha/vật liệu nhiều thành phần/vật liệu không đồng 

nhất đòi hỏi thông tin về tính chất cơ lý của từng pha cấu thành vật liệu. Điều này đỏi hỏi một 

khối lượng tính toán đồ sộ do tính rời rạc ở cấp độ vi mô. Để giải quyết vấn đề này, một môi 

trường đồng nhất tương đương (môi trường có hiệu) được đưa vào thay thế cho môi trường vật 

liệu hỗn độn và bài toán trở thành xây dựng mối quan hệ giữa hai môi trường cũng như xác 

định quy luật ứng xử của môi trường có hiệu. Trong cơ học vật liệu, để giải bài toán này thông 

thường có hai phương pháp: Trước tiên là phương pháp thực nghiệm, phương pháp này thì đòi 

hỏi thực hiện nhiều thí nghiệm. Ngược lại phương pháp đồng nhất hóa là một kỹ thuật có hiệu 

năng cao cho phép xác định ứng xử có hiệu của môi trường không đồng nhất với mức độ hỗn 

độn cao. Về cơ bản việc xác định các đặc tính có hiệu của môi trường đồng nhất tương đương 

thực hiện qua ba bước chính: Xác định kích thước của phần tử đơn vị đặc trưng (trong không 

gian hai chiều gọi là phần tử diện tích đặc trưng RAE), giải bài toán quy luật ứng xử nội tại /cục 

bộ và đồng nhất hóa. Trong đó việc định nghĩa phần tử đơn vị đặc trưng thực sự cần thiết, nó 

cho phép mô tả ở cấp độ vi mô các dạng thành phần vật liệu, sự phân bố và ứng xử cơ lý của 

chúng. Kích thước của RAE cần đủ lớn so với cấp độ xem xét các thành phần hỗn độn để chứa 

đựng đủ dạng vật liệu cấu thành, nhưng nó cũng cần đủ nhỏ để được coi là miền đặc trưng cho 

vật liệu nhiều thành phần mà chúng ta đang xem xét đồng thời giảm nhẹ khối lượng tính toán 

của bài toán quy luật ứng xử cục bộ. Chủ đề xác định kích thước phần tử đơn vị đặc trưng cũng 

được đề cập nhiều trong các công bố trên thế giới, có thể kể đến các nghiên cứu của Gusev [11], 

của Lachihab và Sab [12], của Terada và cộng sự [13], của Ostoja-Starzewski [14], của Kanit 

và cộng sự [15]. Đây cũng chính là mục tiêu cơ bản của nghiên cứu này, cụ thể là sử dụng 

phương pháp số nhằm phân tích, xác định kích thước tối ưu của phần tử đơn vị đặc trưng (RAE) 

dùng trong bài toán đồng nhất hóa môi trường vật liệu rỗng kép và tính toán đặc tính thấm có 

hiệu của nó. 

Bài báo được cấu trúc theo các nội dung cụ thể sau: Mục 2 dành để giới thiệu cách thức 

khởi tạo mô hình lý tưởng hóa của vật liệu rỗng kép xem xét đồng thời xây dựng hệ thống các 

phương trình cơ bản nhằm xác định độ thấm có hiệu trung bình của môi trường vật liệu đã được 

mô hình. Sau đó trong mục 3 chúng ta sẽ đưa ra một số ví dụ tính toán số cụ thể kèm theo các 
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đánh giá và bình luận. Cuối cùng, các kết luận và kiến nghị cơ bản rút ra từ nghiên cứu sẽ được 

trình bày một cách ngắn gọn trong mục 4. 

2. KHỞI TẠO CẤU TRÚC VI MÔ VÀ XÁC ĐỊNH ĐỘ THẤM CÓ HIỆU 

Vi cấu trúc thực tế của vật liệu rỗng kép là rất phức tạp và việc phân tích ứng xử cơ lý cho 

mỗi dạng hình học là vô cùng khó. Do vậy trong nghiên cứu này cấu trúc thực tế được lý tưởng 

hóa thành mô hình cấu trúc gần đúng mà việc khởi tạo ra nó có thể dễ dàng thực hiện nhờ các 

thuật toán lập trình với sự hỗ trợ của công cụ máy tính điện tử. Ở đây vi cấu trúc của mô hình 

vật liệu rỗng kép có dạng môi trường hai pha cấu thành tạo nên bởi một hệ thống lỗ rỗng hình 

elip có kích thước khác nhau chứa đầy nước, được phân bố và định hướng một cách ngẫu nhiên 

trong chất nền rắn cho phép thấm. Hình 1 dưới đây thể hiện hình ảnh minh họa cho vi cấu trúc 

mô hình của vật liệu rỗng kép, trong đó hình vuông kích thước ℓ là biểu diễn của phần tử đơn 

vị đặc trưng (RAE) cho môi trường này.  

  
Hình 1. Mô hình vi cấu trúc của vật liệu rỗng kép và RAE của nó.  

Để tiến hành thiết lập các quy luật ứng xử thủy lực nội tại của cấu trúc vật liệu mô hình 

trước tiên chúng ta gọi Ω là miền tính toán trong phạm vi phần tử đơn vị đặc trưng RAE. Trong 

đó Ω(𝑖)(𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑁) là các lỗ rỗng được lấp đầy nước, Ω(0) là ký hiệu cho phần chất nền 

không chứa các lỗ rỗng. Đường tiếp xúc giữa pha nền Ω(0) và pha lỏng thứ-i Ω(𝑖)được ký hiệu 

bởi Γ(𝑖). Toàn bộ miền tính toán Ω  này được đặt trong một trường gradient áp suất 𝐆̂ biểu diễn 

như sau:  

𝑝̂(𝐱̂) = −𝐆̂ ∙ 𝐱̂  với  𝐆̂ = (𝐺 cos 𝜃 + 𝐺 sin 𝜃), (1) 

ở đây 𝜃 là góc nghiên tạo bởi vector gradient áp suất và trục tọa độ x; 𝑝̂(𝐱̂) là trường áp suất tại 

điểm 𝐱̂.  

Trước khi tiến hành phân tích và giải quyết bài toán quy luật ứng xử nội tại, để đơn giản 

chúng ta thống nhất đưa toàn bộ các đại lượng vật lý trong cơ học chất lỏng vi mô về dưới dạng 
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không thứ nguyên. Để thực hiện được việc này chúng ta lần lươt lựa chọn ℓ, 𝐺ℓ2/𝜇, ℓ2, 𝐺, 𝐺ℓ 

trong đó μ là độ nhớt động lực của chất lỏng là thang đo của độ dài, của vận tốc, của độ thấm, 

của gradient áp suất và của áp suất.  

Pha chất nền được giả định là đồng nhất, đẳng hướng và cho phép thấm do vậy dòng chảy 

chất lỏng lưu chuyển qua nó được miêu tả bằng quy luật Darcy không có thứ nguyên như sau: 

u(s)(x)=-k∇p(s)(x),    x∈Ω(0), (2) 

trong đó u(s)(x) và p(s)(x) lần lượt là vận tốc và áp suất không thứ nguyên trong miền chứa pha 

nền Ω(0); 𝑘 đại diện cho hệ số độ thấm không thứ nguyên của chất lỏng. 

Dòng chảy chất lỏng bên trong lỗ rỗng được giả định là tuân theo phương trình Stokes 

không thứ nguyên:  

∆u
(f)(x)=∇p(f)(x),    ∇ ∙ u(f)(x)=0,     x∈Ω(𝑖) (3) 

với u(f)(x) và p(f)(x) là vận tốc và áp suất không thứ nguyên của chất lỏng trong lỗ rỗng Ω(𝑖). 

Vận tốc và áp suất của dòng chất lỏng đi qua mặt tiếp xúc lỏng/rắn Γ(𝑖) tuân theo điều kiện 

chuyển tiếp Beavers–Joseph–Saffman, cụ thể là ba phương trình sau đây:  

u(f)(x)∙n(x)=u(s)(x)∙n(x) ∀ x∈Γ(𝑖), (4) 

[u
(f)(x)-u(s)(x)]∙t(x)=-𝜆√𝑘[𝛔(f)(x)∙n(x)]∙t(x) ∀ x∈Γ(𝑖), (5) 

p(f)(x)-𝑝(s)(x)= n(x) ∙ [∇u
(f)(x)+∇Tu

(f)
(x)] ∙n(x) ∀ x∈Γ(𝑖). (6) 

Trong đó n(x) là vector pháp tuyến với đường cong Γ(𝑖), hướng ra ngoài lỗ rỗng; t(x) là vector 

tiếp tuyến đơn vị với Γ(𝑖); 𝛔(f)(x) là tensor ứng suất của khối chất lỏng trong lỗ rỗng; 𝜆 là hệ số 

trượt bán kinh nghiệm.  

Trường vận tốc và áp suất bên trong và bên ngoài lỗ rỗng chính là nghiệm của bài toán quy 

luật ứng xử nội tại trong nghiên cứu này. Để giải quyết bài toán này chúng ta sử dụng một trong 

những phương pháp số truyền thống đó là phương pháp phần tử biên (BEM), ở đây chúng ta 

không đi sâu vào trình bày chi tiết về kỹ thuật triển khai phương pháp này vì có rất nhiều tài 

liệu liên quan đã được công bố như của Tran và cộng sự [10, 16], của Pozrikidis [17], của 

Brebbia và Dominiguez [18]. Sau khi xác định được trường nghiệm vận tốc và áp suất của bài 

toán quy luật ứng xử nội tại trên miền tính toán Ω, chúng ta tiến hành xây dựng mối quan hệ 

giữa các đại lượng vi mô và vĩ mô từ đó thiết lập quy luật ứng xử tổng thể của môi trường có 

hiệu bằng phép toán trung bình trên miền tính toán của phần tử đơn vị đặc trưng, cụ thể ứng xử 

có hiệu được biểu diễn như sau: 

𝐔 = −𝐊eff∇𝑃, (7) 

trong đó  
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 𝐊eff =  [𝑘eff 0
0 𝑘𝑒ff

] ; (8) 

𝐊eff là tensor độ thấm có hiệu; 𝐔 và ∇𝑃 là vận tốc và gradient áp suất vĩ mô, hai đại lượng này 

có mối liên hệ với trường vận tốc và áp suất vi mô bằng hai biểu thức dưới đây:  

𝐔 =  
1

𝑆
∫ [u

(s)(x)∙𝛎(x)

𝜕Ω

]xdx (9) 

và 

∇𝑃 =  
1

𝑆
∫ 𝑝(s)(x)∙𝛎(x)

𝜕Ω

dx, (10) 

trong đó 𝜕Ω là biên ngoài của Ω, 𝛎(x) là vector pháp tuyến với 𝜕Ω có chiều hướng ra ngoài 

miền Ω, còn S là diện tích của RAE.  

Chúng ta quay trở lại để mô tả rõ hơn về nguyên tắc khởi tạo vi cấu trúc của RAE sử dụng 

trong nghiên cứu này như sau. Gọi 𝐿 là kích thước không thứ nguyên của RAE sau khi đã chuẩn 

hóa cho ℓ; 𝑎𝑖 và 𝑎𝑖/𝑤𝑖 là kích thước không thứ nguyên của hai bán trục tạo nên lỗ rỗng hình 

elip thứ-i nằm trong miền RAE với 𝑤𝑖 là tỷ lệ hai bán trục; 𝜙 là hàm lượng (tỷ diện) lỗ rỗng 

chứa đựng trong miền RAE, nghĩa là: 

𝜙 =
1

𝑆
∑

𝜋𝑎𝑖
2

𝑤𝑖

𝑁

𝑖=1

. (11) 

Nguyên tắc để tạo ra các lỗ rỗng ngẫu nhiên trước tiên đó là khống chế hàm lượng 𝜙, sau đó 

lựa chọn ngẫu nhiên hai giá trị 𝑎𝑖 và 𝑤𝑖 trong một khoảng nhất định đảm bảo lỗ rỗng không 

vượt ra ngoài miền RAE, đồng thời gieo ngẫu nhiên tọa độ trọng tâm và góc xoay của elip 

nhưng luôn đảm bảo rằng elip được tạo ra nằm gọn trong miền RAE và các elip được tạo ra sau 

không chồng lấn lên elip trước đó. Với nguyên tắc trên chúng ta biết rằng với một giá trị 𝜙 nhất 

định, nếu tăng kích thước 𝐿 sẽ làm tăng số lượng lỗ rỗng 𝑁 và ngược lại. Như vậy 𝐿 phải đủ 

lớn để chứa đựng đầy đủ các dạng lỗ rỗng được tạo ra nhưng nó cũng phải đủ nhỏ để được coi 

là phần tử đơn vị đặc trưng và giảm nhẹ khối lượng tính toán. Đây chính là mục tiêu xem xét 

và phân tích của nghiên cứu này.  

Với một RAE có giá trị kích thước 𝐿 nhất định và 𝑀 lần thực hiện khởi tạo một cách độc 

lập vi cấu trúc của vật liệu rỗng kép lý tưởng hóa như hình 1, gọi (𝑘1
eff, 𝑘2

eff, ⋯ , 𝑘𝑀
eff) là một tập 

hợp đại diện cho 𝑀 giá trị độ thấm có hiệu thu được sau khi thực hiện tính toán trên miền RAE 

tương ứng với mỗi lần khởi tạo vi cấu trúc. Giá trị độ thấm có hiệu trung bình 𝑘𝑀
eff̅̅ ̅̅ ̅ được xác 

định theo phương pháp Monte-Carlo với biểu thức cụ thể sau: 

𝑘𝑀
eff̅̅ ̅̅ ̅ =

1

𝑀
(𝑘1

eff +  𝑘2
eff + ⋯ + 𝑘𝑀

eff), (12) 
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giá trị phương sai tương ứng được tính toán bằng công thức dưới đây  

𝛿𝑀
2 =

1

𝑀 − 1
∑(𝑘𝑖

eff − 𝑘𝑀
eff̅̅ ̅̅ ̅)2

𝑀

𝑖=1

. (13) 

Khi sử dụng phương pháp Monte-Carlo thì sai số tuyệt đối và sai số tương đối của giá trị trung 

bình thu được sau 𝑀 lần khởi tạo cấu trúc RAE lượt được xác định bởi hai công thức dưới đây: 

𝜖𝑎𝑏𝑠 = 1.96
𝛿𝑀

√𝑀
 (14) 

và  

 𝜖𝑟𝑒𝑙 = 1.96
𝛿𝑀

𝑘𝑀
eff̅̅ ̅̅ ̅√𝑀

. (15) 

Khi giá trị 𝑀 đủ lớn thì khả năng giá trị độ thấm có hiệu trung bình 𝑘𝑀
eff̅̅ ̅̅ ̅ nằm trong khoảng 

giá trị [𝑘𝑀
eff̅̅ ̅̅ ̅ − 𝜖𝑟𝑒𝑙𝑘𝑀

eff̅̅ ̅̅ ̅, 𝑘𝑀
eff̅̅ ̅̅ ̅ + 𝜖𝑟𝑒𝑙𝑘𝑀

eff̅̅ ̅̅ ̅  ] chiếm xác suất là 95%.  

Trong nghiên cứu này chúng ta sẽ khống chế sai số tương đối  𝜖𝑟𝑒𝑙
∗  đầu vào với một giá trị 

nhất định, cụ thể ở đây là 1%, tiến hành khởi tạo vi cấu trúc của phần tử đơn vị đặc trưng RAE 

tương ứng với một giá trị 𝐿 cụ thể. Sau đó sử dụng phương pháp phần tử biên để tính toán giá 

trị độ thấm có hiệu tương ứng với một trạng thái cấu trúc RAE được khởi tạo. Tiếp theo tính 

toán giá trị sai số tương đối 𝜖𝑟𝑒𝑙 và so sánh nó với sai số đầu vào  𝜖𝑟𝑒𝑙
∗ , nếu lớn hơn thì tiếp tục 

khởi tạo vi cấu trúc và tính toán độ thấm có hiệu, nếu nhỏ hơn thì xuất kết quả giá trị trung bình 

độ thấm có hiệu 𝑘𝑀
eff̅̅ ̅̅ ̅, số lần khởi tạo vi cấu trúc 𝑀 và sai số tương ứng.  

3. GIẢI SỐ VÀ PHÂN TÍCH KẾT QUẢ 

Giá trị độ thấm có hiệu của môi trường vật liệu rỗng kép mô phỏng không những phụ thuộc 

vào đặc tính vật liệu (độ thấm của chất nền, tính chất của chất lỏng) mà còn phụ thuộc vào kích 

thước 𝐿 của RAE, hàm lượng lỗ rỗng 𝜙, tính bất đẳng hướng của lỗ rỗng (ở đây được đặc trưng 

bởi tỷ số bán trục 𝑤𝑖). Ở đây chúng ta chỉ tập trung vào phân tích ảnh hưởng của vi cấu trúc 

được khởi tạo trong RAE đến giá trị độ thấm có hiệu từ đó đưa ra các bình luận liên quan đến 

kích thước tối ưu của RAE. Để làm rõ vấn đề này, chúng ta xem xét một số ví dụ áp dụng số 

với các dữ kiện đầu vào biến thiên của  𝐿, 𝜙 và 𝑤𝑖, từ đó phân tích và bình luận ảnh hưởng của 

nó đến 𝑘𝑀
eff̅̅ ̅̅ ̅ và 𝑀.  

Ở đây chúng ta lựa chọn một số thông số và điều kiện đầu vào cụ thể như sau: Hàm lượng 

lỗ rỗng 𝜙 = 0,2;  0,3;  0,4. Kích thước RAE không thứ nguyên 𝐿 = 1;  1,5;  2;  2,5;  3. Lỗ rỗng 

hình elip có kích thước bán trục nằm trong khoảng 𝑎𝑖 = 0,08 ÷ 0,2, tỷ số giữa hai bán trục 

𝑤𝑖 = 2 ÷ 4. Trong đó chúng ta chia làm 3 trường hợp cụ thể đó là: (i) Trường hợp thứ nhất cấu 

trúc vi mô chỉ chứa các lỗ rỗng có tỷ số bán trục cố định bằng 2; (ii) Trường hợp thứ hai cấu 

trúc vi mô có chứa các lỗ rỗng có tỷ số bán trục biến thiên ngẫu nhiên từ 2 đến 4; Trường hợp 
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thứ ba cấu trúc vi mô chỉ chứa các lỗ rỗng có tỷ số bán trục cố định bằng 4), lưu ý rằng kích 

thước của bán trục được lấy ngẫu nhiên trong các khoảng nêu trên. Để giải bài toán đồng nhất 

hóa thì cần áp vào phần tử đơn vị đặc trưng RAE một điều kiện biên nhất định, ở đây chúng ta 

chọn grandient áp suất không đổi có giá trị 𝐆0 = (1,0).  

 
Hình 2. Biến thiên độ thấm có hiệu trung bình, phương sai tương ứng theo kích thước RAE trong 

trường hợp tỷ số bán trục ấn định w𝑖 = 2 và hàm lượng lỗ rỗng lần lượt là 𝜙 = 0,2;  0,3;  0,4. 

 
Hình 3. Biến thiên độ thấm có hiệu trung bình, phương sai tương ứng theo kích thước RAE trong 

trường hợp tỷ số bán trục biến thiên w𝑖 = 2 ÷ 4 và hàm lượng lỗ rỗng lần lượt là 𝜙 = 0,2;  0,3;  0,4. 
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Hình 4. Biến thiên độ thấm có hiệu trung bình theo kích thước RAE trong trường hợp hàm lượng lỗ 

rỗng 𝜙 cùng là 0,3 và tỷ số bán trục thay đổi. 

 
Hình 5. Biến thiên độ thấm có hiệu trung bình theo sự biến thiên của kích thước RAE và hàm lượng lỗ 

rỗng khi tỷ số bán trục biến thiên trong khoảng w𝑖 = 2 ÷ 4. 
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Hình 6. Biến thiên số lần khởi tạo cấu trúc vi mô theo sự biến thiên kích thước RAE trong trường hợp 

tỷ số bán trục ấn định w𝑖 = 2 và hàm lượng lỗ rỗng lần lượt là 𝜙 = 0,2;  0,3;  0,4. 

Hình 2, 3 biểu diễn sự biến thiên giá trị độ thấm có hiệu trung bình 𝑘𝑀
eff̅̅ ̅̅ ̅ và phương sai 

tương ứng của nó theo sự thay đổi của kích thước phần tử đơn vị đặc trưng RAE. Chúng ta có 

thể rút ra một số nhận định tổng quan như sau: (i) Độ thấm có hiệu trung bình về cơ bản là ổn 

định khi kích thước 𝐿 của RAE tăng lên; (ii) Phương sai nhỏ khi kích thước 𝐿 của RAE tăng, 

như vậy kích thước 𝐿 đủ lớn thì giá trị độ thấm có hiệu trung bình đủ đại điện cho độ thấm có 

hiệu của vật liệu rỗng kép xem xét, với 𝐿 = 3 có thể sử dụng RAE tương ứng làm đại diện cho 

vật liệu xem xét, khi đó giá trị độ thấm có hiệu trung bình có tính hội tụ cao; (iii) Khi hàm lượng 

lỗ rỗng càng lớn thì độ thấm có hiệu của vật liệu rỗng kép càng tăng, điều này hoàn toàn hợp 

lý về mặt lý thuyết.  

Hình 4 là sự so sánh giá trị độ thấm có hiệu trung bình khi hàm lượng lỗ rỗng là không đổi 

𝜙 =  0,3 cho các trường hợp tỷ số bán trục khác nhau. Thông qua sự so sánh này chúng ta có 

thể rút ra một nhận định đó là khi tỷ số bán trục càng lớn thì độ thấm có hiệu của vật liệu càng 

tăng, như vậy lỗ rỗng càng có tính dị hướng thì càng làm tăng độ thấm tổng thể của vật liệu.  

Hình 5 là biểu diễn 3 chiều giữa sự biến thiên độ thấm có hiệu trung bình so với sự thay 

đổi của kích thước RAE và mật độ lỗ rỗng, biểu đồ này nhằm khẳng định rõ hơn về tính đồng 

biến của độ thấm có hiệu so với hàm lượng lỗ rỗng, trong khi đó nó hầu như ổn định khi kích 

thước RAE biến đổi trong khoảng từ 1 đến 3, khẳng định tính hội tụ của giá trị độ thấm tổng 

thể của vật liệu lý tưởng hóa. 
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Hình 7. Biến thiên số lần khởi tạo cấu trúc vi mô theo sự biến thiên kích thước RAE trong trường hợp 

tỷ số bán trục biến thiên trong khoảng w𝑖 = 2 ÷ 4 và hàm lượng lỗ rỗng lần lượt là 𝜙 = 0,2;  0,3;  0,4. 

 

Hình 8. Biến thiên số lần khởi tạo cấu trúc vi mô theo sự biến thiên kích thước RAE trong 3 trường 

hợp: Hàm lượng lỗ rỗng không đổi 𝜙 = 0,2 và tỷ số bán trục (i) w𝑖 = 2, (ii) w𝑖 = 2 ÷ 4, w𝑖 = 4. 

Trên hình 6 và 7 chúng ta biểu diễn mối quan hệ giữa số lần khởi tạo cấu trúc vi mô cần 

thiết để độ thấm có hiệu trung bình đạt được sai số nhỏ hơn 1% tương ứng với từng giá trị cụ 
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thể của kích thước 𝐿. Qua các biểu đồ nói trên chúng ta nhận thấy rằng số lần khởi tạo cần thiết 

giảm đi khi tăng kích thước RAE, điều đó có nghĩa rằng khi kích thước RAE càng lớn nó càng 

có tính đại diện cho vật liệu rỗng kép đang xem xét đồng thời số lần cần tính toán giám đi. Qua 

so sánh giá trị biểu đồ ở hai hình nói trên chúng ta nhận thấy rằng khi hình dạng lỗ rỗng càng 

có tính dị hướng thì về cơ bản càng cần tăng kích thước RAE mới có thể sử dụng làm phần tử 

đơn vị đặc trưng. 

Hình 8 là hình ảnh biểu diễn sự biến thiên độ thấm có hiệu trung bình theo sự thay đổi của 

kích thước RAE cho 3 trường hợp tỷ số bán trục khác nhau với cùng một mật độ lỗ rỗng, qua 

đó chúng ta thấy rằng với cấu trúc vi mô mà lỗ rỗng càng có tính dị hướng thì số lần cần thiết 

phải khởi tạo cấu trúc càng nhiều để đạt được giá trị độ thấm trung bình có sai số tương đối 

nhỏ, hay nói cách khác khi lỗ rỗng có tính dị hướng cao thì đòi hỏi cần phải thực hiện nhiều 

mẫu khởi tạo cấu trúc mới có thể đạt được giá trị độ thấm tổng thể có độ chính xác cao. 

4. KẾT LUẬN 

Nghiên cứu này trình bày phương pháp lý tưởng hóa vi cấu trúc phần tử đơn vị đặc trưng 

RAE của vật liệu rỗng kép bằng một mô hình gần đúng, mô hình này có dạng vật liệu hai thành 

phần tạo nên bởi một pha nền đồng nhất, đẳng hướng, cho phép thấm và pha hạt dạng lỗ rỗng 

hình elip lấp đầy nước với kích thước bất kỳ và được phân bố một cách ngẫu nhiên trong môi 

trường chất nền. Trên nền tảng ứng dụng phương pháp phần tử biên, độ thấm có hiệu đặc trưng 

cho tính thấm tổng thể của mỗi dạng khởi tạo vi cấu trúc RAE được xác định. Giá trị trung bình 

của độ thấm có hiệu được tính toán từ tập hợp các giá trị độ thấm có hiệu bằng cách áp dụng 

phương pháp Monte-Carlo. Trên cơ sở sai số tương đối của độ thấm có hiệu trung bình và số 

lần cần thiết phải khởi tạo cấu trúc vi mô ảo chúng ta đưa ra các phân tích, bình luận, cơ sở để 

xác định kích thước RAE tối ưu phục vụ cho việc giải quyết bài toán đồng nhất hóa.  
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