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Abstract. Nanostructures are widely used in electronic circuits, sensors, and military
equipment. Therefore, analyzing mechanical response of nanoscale structures is a scientific
foundation to help engineers in designing and manufacturing these structures in technical
practice. This paper investigates the natural oscillation response and buckling of a nanoplate
supported by a modified elastic foundation, utilizing a four-node plate element where an each
node possesses six degrees of freedom. The equilibrium equation for the nanoplate is derived
using the third-order shear deformation theory, and the finite element method has been
employed to solve this equation and determine the natural oscillation frequency and critical
buckling load of the nanoplate. In this paper, we have established the reliability and
convergence of the calculation theory by comparing analytical results with those obtained
from the published finite element method. Consequently, we examined the impact of various
material parameters, geometry, boundary conditions, and elastic foundation on the frequency
response, natural oscillation modes, and critical buckling load of the nanoplate.
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Tom tat: Cac két cau nano dugc st dung rong rai trong cac vi mach dién tir, cam bién, thiét
bi quan sy. Viéc tinh toan dap g co hoc ciia cac két cau kich thude nano 1a co s¢ khoa hoc
dé gilp cac ky su trong vic thiét ké, ché tao cac két cau dang nay trong thuc té ky thuat. Dya
vao phan tir bon nat, mi nat ¢o sau bac ty do, bai bao nghién ctru dap tmg dao dong riéng va
on dinh caa tam nano tya trén nén dan hoi bién d6i. Phuong trinh can bang cho tim nano
dugc tim ra trén co so ly thuyét bién dang cét bac ba, giai thuat phan tir hitu han da duogc &p
dung dé giai phuong trinh can bang nay va tim ra tan 56 dao dong riéng va tai toi han cua tim
nano. Thong qua so sanh véi két qua giai tich va két qua ciia phuong phép phan tir hitu han da
cdng bd, bai bao dd minh chiing su tin cay va tinh hoi tu caa ly thuyét tinh toan. Trén co s¢
d6, bai bao tién hanh khao sat anh huéng cia mot s6 tham sb vat liéu, hinh hoc, diéu kién
bién, nén dan hdi dén dap Gng tan s6, dang dao dong riéng va tai téi han cua tim nano.

Tir khoa: dao dong riéng, 6n dinh, nén dan hoi, phuwong phap phan tir hitu han.
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1. MO PAU

Ngay nay, dé dap ang yéu cau ngay cang cao caa nhiéu thiét bi dac biét trong két cau vii
khi, trong cac vi co dién tir, can phai c6 nhitng loai vat liéu méi c6 nhitng tinh nang vuot troi
so vai cac loai vat liéu thong thuong. Va cac nha khoa hoc da kham pha ra nhiéu loai vat liéu
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mai, Gng dung rong réi trong thyc t& ky thuat, dién hinh trong s6 d6 1a vat ligu co tinh bién
thién, vat licu duoc gia cuong graphene hodc gia cuong bng nano, vt lidu c6 hiéu tng dién,
hiéu ung tir,... Ung xir co hoc cua cac két cau lam bang vat liéu tién tién nay cling nhan dugc
sw quan tam cua dong dao cac nha khoa hoc. Buc va dong nghiép [1] sir dung phan tir bon nat
va thuat toan phan tir hitu han dé mé phong dap ng dao dong riéng cua tam nano lam tur vat
liéu 4p dién c6 khuyét tat dang vét nut, trong d6 vét nit duoc md ta bai mién lién tuc trén co
so cua ly thuyet truong pha. Dé xem xét anh hudng caa hiéu tng flexoelectric va nén dan hoi
dén chuyén vi, ung suat, dién truong, sy phan cuc dién tich cua tam nano khi chiu uén, Théai
va nhém nghién ctru [2] cling su dung phuong phap phan tu hiru han phan tich va nghién cau
cu thé. Anh huong cua chuyén dong quay dén tan s dao dong va udn cia dim nano di dugc
Tho va cac dong nghiép chi ra trong cong trinh [3], trong d6 su khéng hoan hao hinh dang
ban dau va hiéu tng flexoelectric ciing dugc tinh dén. Ké cing cac dong nghiép [4] da ap
dung phuong phap giai tich dé nghién ctu anh huong cua hiéu ing flexoelectric dén dap tng
uén tinh ctia vo nano nhiéu 16p. Tlep theo do, nhom tac gia ndy ciing chi rd anh huong cua
hiéu ung flexoelectric dén dap tng udn va dao dong riéng cua tam nano [5] trén co so cua ly
thuyét bién thién bién dang. Pap tng udn tinh va dao dong riéng cia dam nano cling dugc
Zhang va cac cong su chi ra trong cong trinh [6]. Trén co s¢ cua phuong phap phan tur hiru
han, Tién va cac dong nghiép [7] da chi 16 dap ing udn tinh va dao dong riéng cua tam nano
gom nhiéu 16p vat liéu. Tir cac két qua da cong bd, ching ta co thé thay rang dap tng dao
dong riéng va 6n dinh cua tim nano tua trén nén dan hoi bién doi 1 van dé tha vi va can duogc
chi ra cu thé, vi vay bai bao nay s& nghién ctru van dé nay trén co s& ly thuyét bién dang cat
bac ba va phuong phap phan tir hitu han.

2. CONG THUC TINH TOAN

Tam nano c¢6 md hinh nhu trong Hinh 1. Cac tham s6 ctia tim gém chiéu dai va chiéu
rong lan luot la a va b, tam c6 chiéu day h, hé toa d6 Oxyz dugc dat 1én tam dé thuan lgi biéu
dién cbng thuc tinh toan, tam dat trén nén dan hoi bién doi, hai tham s6 d¢ cang cua nén la kw
va k.

Hinh 1. M6 hinh tAm nano dit trén nén dan hoi bién d6i.

Pé tim cong thac tinh toan, bai béo nay dua trén Iy thuyét bién dang cat bac ba [8], cac
thanh phan chuyén vi cua tam nano duoc bicu dien trong hé toa d6 Bé Cac nhu sau:
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ava aWs. 6'\Nb a\NS_
u =-z——>-f yu =—z——f, —;w =w +Ww, (1)

oy

3
3h?’
va w; & chuyén vi doc theo truc Oz.

Z R 2. R 2.
trong do f, = _Z+ ux 1a chuyeén vi doc theo truc OX, vy la chuyén vi doc theo truc Oy,

Truong bién dang dugc viét cu thé nhu sau:

0w, PPw,
. ox> tox? . .
B XX 62Wb aZWS bx SX .
£=1¢6, r=1-1 Y -, Y =29&, (+ 96y 13
7xy , aZWb B 2 f GZWS 7bxy 7svxy
oxoy  oxay ' 5
o’w,
Vx of 6X2 of
- =l1-22 =|1-=2 2
4 {yyz} [ 62) o*w, [ oz j% @)
ay2
C4c bién thién bién dang:
c _ 0w, O, 0w, _Pw, _w,
o oz ox oxz | of | ox® of,
¢= 2 2 = 2 + 2 = +—=¢ (3)
o°w, of, 0w, ow,| 0Oz | 0w, 0z
Cye =~ EY PPy Y B

Duéi tac dung cia tai trong co, tim bi bién dang, va vat liu ap dién gay hiéu tmg tuong
tac co-dién nén quan hé (g suat va bieén dang co6 dang:

O = Gja € — Ui E; Aiim :_fkijm E.; Qio =G € ik "’dij E + fijkl gjkl (4)

trong d6 Cyy, Gy, fim VA 012 cac hang sb dan hoi, hang sb ap dién, h¢ sé flexoelectric
va h¢ s dign moi. Q° Ia chuyén vi dién, va g, md men bac cao.

Biéu thirc (4) duoc khai trién cy thé dudi dang:

Ch Cp, 0 |]¢g 1 . o 0
6=C, C; 0 |1& =0y 1rE, =CeE; T:{ XZ}:{ " c i|3’=Cs.7 (5)

0 0 cg |7y 0

ZXXZ r14 0 é’XXZ 1
= = —f E ;
X {ZWZ} [ 0 rlj{ng} 14 {1} 79 (6)

2241



Tap chi Khoa hoc Giao théng vén tai, Tap 75, S6 09 (12/2024), 2238-2251

Qf = q31 (gxx + gyy ) + d33 Ez + f14 (nxxz + nyyz ) (7)

trong d6 f14 12 hé s6 flexoelectric. Va can tim biéu thtc cua dién truong Ez, néu khdng co
oQ?

dién truong ngoai tac dung Ién tdm, diéu kién caa chuyén vi dién cé dang: 8—2 =0 Vva
Z
Q| =0 Q| | =0,trdo tatim dugc biéu thic cia dién truong:
2 2 2 2 2 2 2 2
EZ:h oW, V\Zlb +6 VZ*’ z+f1, 0 vgs +6 VZS +hi 9 V\le +6 V\le +h o, V\zlb +6 V\Zlb (8)
dg, |\ O oy ox~ oy dy, 0z | Ox oy Oy | OX oy
T4m nano duogc chia thanh cac phan tir bén nat, mai nat gdbm 6 bac ty do:
4 T
Uy =3 Wy W vaWbi ’aWSi ’aWbi ’aWi ©)
i1 oXx ox oy oy

Cac chuyén vi wp va ws duoc tinh theo cac ham noi suy Hermit:

4

v, = Z{R v, 0, )4 R {% ,%} R, {% %}} _(R.RJu,  (10)

Vi Ri la cac ham Hermit [9].
Dén day, biéu dién (2)-(3) ¢ dang:
gb = Aiue; 85 = Azue; ?0 = Asue; ’Ib =A4ue; "s = ASue (11)

vé6i A (i=1-5) 1a cac ma tran vi phan ham dang. Cong kha di thé nang bién dang cua phan

ttr tAm nano dugc viét ¢ dang sau:
k, [1 -a, sin(in[l -a, sin(XD(SWZWZ
SIT =j(5sTa+5yTr+5nTx—5Q°H )dV+j 2 b dxdy
Ty S aw (a/vj ow, (ow (12)
e k| SRS TR |+ s
x Lox) oy oy
=5u] (Kfm + Ke”e”)u

e

V6i kw va ks 1 hai tham sb do cang ctia nén dan hoi, «, 1a tham sb dic trung cho su bién
d6i do cang cia nén nén dan hoi, va K™, K™ 1a ma tran d6 cang caa phan tir tim nano va
ma tran do cing do nén dan hoi tac dung Ién phan tir tim, trong d6 ma tran K& dugc Xac
dinh giéng nhu trong tai liéu [12], con ma tran K™ c6 biéu thic :

kw[l—oen sinGD(l —a, sin[%)](Rb +R,) (R, +R,) (13)

= dxd
‘* J:+k[6(Rb+RS)T6(Rb+Rs)+8(Rb+RS)Ta(Rb+RS)] d

ox oX oy oy

Biéu thirc cong kha di cua lyc quan tinh:
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ST, = [ 6u" piidV = 5u] [ HTL' pLHAV, = 5u] M., (14)
v, v,
V6i p 1a khéi lugng riéng cua vat liéu tim nano, Me la ma tran khéi lugng phan tar tam
M, = [HTL pLHdV (15)
ve

Str dung cuyc tiéu ning lugng todn phan, phuong trinh x4c dinh tan s dao dong riéng cua
tam nano c6 dang:

Y (K™ + K - 0’M, Ju, =0 (16)
trong d6 » 1a tin s6 dao dong riéng cua tim nano.
Ngoai luc nén trong mat phang tim sinh cong:
ow, o (ow,) ow, _ [ow .
ST =[| Erps| T2 |+ Do ps| 2 | ds=su! [(R, +R,) P, (R, + R, )IS = sul KCu, 17)
é[[ax (axj ay (ayJ]d é[(b ) (b )d
Phuong trinh can bang caa tim khi chiju tai trong nén c6 dang
D(KE™+ K™~k K u, =0 (18)

e

trong d6 ma tran dugc xac dinh theo céng thac :
KE=[(R,+R.) (R, +R,)S (19)

SE

Tan s6 dao dong riéng cua tim nano nhan dugc tir viéc gidi phuong trinh (16), con tai téi
han cua tam nano thu dugc tu viéc giai phuong trinh (18).
3. VI DU KIEM CHUNG

Xét tam nano c6 cac canh a=b=10 nm, chiéu day tam nano h = a/10 va a/20. Céc hang s6
co tinh vat liéu E =30 MPa, v =0,3, p =1, tan so6 dao dong riéng dau tién cta tam dugc tinh
theo cong thirc khong thir nguyén: wr =@h//2p(1+v)/E. Bang 1 trinh bay két qua so
sanh tan s6 dao dong riéng dau tién voi két qua tinh bang phuong phap phﬁn tu hiru han [10]
va phuong phap giai tich [11], trong d6 bai bdo sir dung ludi chia véi so lugng phan tu ting
dan, va luéi chia voi 144 phan tir dam bao sy chinh xac can thiet, do vay lusi chia nay sé
dugc su dung dé tinh toan cac két qua trong toan bo bai bao nay.

Bang 1. So sanh tan sb dao dong riéng dau tién ciia tim nano.

Bai bao Bai bao Bai bao Bai bao Bai bao 1o A s 1ea
s s s | s Tailieu Tai li¢u
(64 phan (100 phan (121 phan (144 phan (196 phan [10] [11]
twr) twr) tir) twr) twr)
a=10h
0,0922 0,0925 0,0926 0,0927 0,0927 0,0928 0,0935
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a=20h
0,0236 0,0237 0,0237 0,0237 0,0238 0,0238 0,0239
Tam vudng véi ty 1é chiéu dai hai canh a/b=1, chiéu day tam thoa man a/h = 1000, tim
A X N X s LA A P ka“ — ka2 , Eh3 N
tya trén nén dan hoi hai hé so voi: K, =——; K,=——, trong d6 D=—2 va
D D 12(1-v?)

v =0,3. TAm chiu nén trén hai canh di dién, tai t6i han cua tim dugce tinh toan va so sanh nhu
trong bang 2, trong d6 [12] tinh theo 16i giai chinh x&c, [13] tinh theo cdng thic Green.

Bang 2. So sanh tai t6i han k, =k,a’/(z°D) cua tim tya trén nén dan hdi chiu nén trén hai
canh dbi dién (a/b = 1, a/h=1000).

. Tai toi han
bieu kién bién Kw Ks
Tai liéu [12] Tai liéu [13] Bai bao
0 0 3,99 4,00 3,97
0 100 18,91 18,92 18,86
SSSS
100 0 5,02 5,02 4,91
100 100 19,17 19,17 19,09
0 0 7,69 7,69 7,58
0 100 20,73 20,74 20,62
SCSC
100 0 7,94 7,94 7,82
100 100 20,99 20,99 20,85

4. KHAO SAT SO

Phan nay tinh toan cho tim nano cé chiéu day h=20 nm, a=b=50h, c4c hang s6 vat liéu
€11=102 GPa; c12=31 GPa; c33=35,50 GPa; e, = -17,05 C/m?; ka3=1,76.108 C/(Vm), p=7600

kg/m?®, tham s6 £, :Lg, voi £ =107 C/m. Tam tya trén nén dan hoi véi ba tham sb kw, ks
14

va cn, hai tham s do cing nén dugc chuan hoa theo cong thiac khdng thir nguyén:
- k,a’ = k.a?

=, k! =, V6i ho =a/50. Thong sb tinh toan Ia tan sé dao dong riéng va tai téi han
CllhO CllhO

o

2
caa tim duoc tinh toan theo cong thac: T, (i) =10°ah, /ﬁ T, = kzLas.
11 7Cyhy

Két qua tinh toan bén tan sé dao dong riéng dau tién va tai téi han mat 6n dinh cua tam
nano phu thuoc vao tham so6 fi4 dwoc trinh bay trong cac bang 3 va 4. Chlng ta cé thé thay
rang hé so fi4 c6 gia tri cang lon thi do cang cua tam cang Ion, do vay tan s6 dao dong cua
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tam va tai t6i han gdy mat 6n dinh cho tim nano ting 1én. TAm nano ¢ diéu kién bién ngam tat
ca céc canh c6 tan s6 dao dong riéng va tai tgi han 1én nhat, tam nano ¢ diéu kién bién ngam
hai canh va hai canh tu do c6 tan s6 dao dong riéng va tai ti han nho nhat.

Bang 3. Bon tan s6 dao dong riéng dau tién caa tim nano phu thugc vao fis, k, =100, k =10,

a,=0,5.
fia T, (3) T.(2) T.(3) T, (4)
SSSS
1 6,90 11,41 15,51 18,26
5 8,24 15,92 23,27 28,44
10 11,36 24,68 37,17 45,87
15 14,99 33,63 50,68 62,45
Cccc
1 8,29 13,80 18,53 21,79
5 11,58 21,26 29,64 35,77
10 17,88 34,13 47,96 57,95
15 24,28 46,45 65,15 78,67
CSCs
7,63 11,91 13,39 17,09
5 10,06 17,05 20,38 26,68
10 15,05 26,75 32,64 43,02
15 20,34 36,47 44,45 58,53
CFCF
1 6,06 7,53 11,36 12,09
5 7,54 8,80 14,07 16,51
10 9,73 10,38 19,36 20,47
15 11,54 11,74 23,23 25,33

Bang 4. Tai t6i han ctia tam nano phu thuoc vao fia, k) =100, k! =10, «,=0.5.

f, SSSS CcccC CSCS CFCF
1 1,52 1,81 1,68 1,38
5 2,18 3,48 2,91 1,60
10 4,14 8,28 6,51 1,86
15 7,22 15,30 11,89 2,06

Trong cac bang 5-6 trinh bay két qua tinh todn bdn tan sé dao dong riéng dau tién va tai téi
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han cua tim nano phu thudc vao tham s «,. Khi ting gia tri cua tham sb «, , tin sé dao dong
riéng va tai téi han gy mét 6n dinh caa tim nano giam xudng, diéu nay 1a do d6 cing cia nén s&
giam xuéng khi ting gia tri cua tha s6 a,, do vay lam cho do cung cua két cdu giam xuébng,
nhung khéi luong cua tam nano lai khong thay dbi, do @6 kha nang chiu tai nén caa tim nano
ciing kém hon, va tan s6 dao dong riéng caa tim nano giam xuéng. Trén hinh 2 thé hién bén dang
dao dong riéng dau tién cta tim nano trong hai trudng hop «, = 0va «,=0,6, nhin vao hinh nay,
ching ta c6 thé thay rang tham s6 «, khong nhiing chi anh huéng dén gia tri cua tan sb va tai téi
han, ma con anh huéng dén cac dang dao dong riéng caa tim nano.

Bang 5. B6n tan s6 dao dong riéng dau tién cia tim nano phu thudc vao «,, k), =10*, k! =10,

£:=1.
a, T, (1) T.(2) T, (3) T, (4)
SSSS
0,2 36,19 37,69 39,48 40,35
0,4 31,49 33,71 34,00 36,26
0,6 26,74 29,65 30,11 32,87
0,8 22,12 25,60 26,27 29,40
CCCC
0,2 36,69 38,53 40,66 42,07
0,4 32,33 34,77 37,54 38,76
0,6 27,92 30,98 34,44 35,51
0,8 23,61 27,21 27,76 31,34
CSCS
0,2 36,44 37,98 40,07 40,56
0,4 31,91 34,21 36,89 37,23
0,6 27,33 30,31 33,58 34,06
0,8 22,85 26,42 27,03 30,24
CFCF
0,2 35,51 37,04 38,12 38,94
0,4 30,33 32,74 34,79 35,54
0,6 25,12 28,18 31,24 32,03
0,8 19,98 23,63 24,54 27,58

Bang 6. Tai t6i han ctia tAm nano phu thudc vao «,, k), =10*, k! =10, f;,=1.

a, SSSS CCCC CSCS CFCF

0,2 6,50 6,91 6,69 3,94
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0,4 5,66 6,22 5,90 3,50
0,6 4,80 5,46 5,06 3,04
0,8 3,94 4,66 4,23 2,58

Dang 1

Dang 2

Dang 3
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Dang 4

a,=0,6

Hinh 2. Bon dang dao dong riéng dau tién caa tim nano trong trudng hop bo qua «, va «, =0,6,
f, =1, n, =10 n; =10.

Trong cac bang 7-8 trinh bay két qua tinh toan tan sé dao dong riéng dau tién va tai toi
han caa tam nano phu thudc vao chiéu day tam va ty 18 b/a. Khi chiéu day tim cang ting 1én,
thi tan s6 dao dong riéng ctia tam nano cang giam, nhung tai i han gay mat on dinh ciia tam
nano lai ting 1én, diéu nay la do ca do cing va khéi luong cua tam déu tang 1én, nhung do
cing tang cham hon so véi su tang Ién cua khdi lugng nén tan s6 dao dong riéng cua tim
giam xuong. Khi tang ty 1¢ chiéu dai hai canh tam nano, tan sé dao dong riéng cua tam nano
giam xudng va tai téi han ciing giam xudng, diéu nay ciing chimng to rang kha ning chiu tai
nén cua tim nano kém hon.

Bang 7. Tan s6 dao dong riéng dau tién cua tim nano phu thudc vao chiéu day tim va ty Ié
bl/a, ,=05, k, =10%, k; =10, f;=1.

a/h b/a=1 b/a=1,5 b/a=2 b/a=25
SSSS

20 20,23 19,38 18,94 18,65

40 26,43 25,63 25,20 24,92

50 29,11 28,30 27,86 27,57

60 31,60 30,77 30,31 30,02
CCccC

20 22,36 20,92 20,37 20,02

40 27,54 26,56 26,04 25,71

50 30,12 29,15 28,62 28,28

60 32,54 31,55 31,01 30,67
CSCs

20 21,33 20,50 20,06 19,77

40 26,98 26,19 25,76 25,48

50 29,61 28,80 28,36 28,08
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a’h b/a=1 b/a=1,5 b/a=2 b/a=2,5

60 32,06 31,23 30,78 30,48
CFCF

20 19,29 19,04 18,90 18,81

40 25,10 24,82 24,66 24,56

50 27,72 27,42 27,25 27,13

60 30,13 29,81 29,62 29,50

Bang 8. Tai téi han cua tAm nano phu thudc vao chiéu day tim vaty 1& b/a, «,=0,5,
K =10°, K’ =10, f=1.

a/h SSSS CccC CSCS CFCF
b/a=1

20 18,39 22,86 19,98 10,91

40 6,92 7,86 7,29 4,17

50 5,23 5,84 5,48 3,27

60 4,24 4,67 4,43 2,74
b/a=1,5

20 17,83 21,24 19,34 10,83

40 6,71 7,51 7,10 4,16

50 5,07 5,59 5,33 3,27

60 4,09 4,47 4,30 2,74
b/a=2

20 17,42 20,42 18,92 10,80

40 6,49 7,23 6,92 4,16

50 4,83 5,34 5,15 3,26

60 3,75 4,07 4,03 2,73
b/a=25

20 17,05 19,88 18,61 10,80

40 6,08 6,88 6,65 4,14

50 4,12 4,35 4,32 3,20

60 2,96 3,09 3,06 2,63

5. KET LUAN

Bai bao trinh bay nghién ctru dao dong riéng va 6n dinh cia tdm nano tya trén nén dan
hoi bién d6i va ¢ ké dén anh hudng cua hiéu tng flexoelectric. Phuong phap phan tir hitu han
dugc str dung trong nghién ctu nay duoc xay dung tir ly thuyét bién dang cét bac ba kiéu méi
va phan tir bén nat, trong d6 mdi nut gom séu bac tu do. Bang viéc so sanh vai cac két qua da
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duoc trinh bay trong cac nghién ciru truéc day, nghién ciru nay da kiém tra d6 hoi tu cua
phwong phap tinh ciing nhu khing dinh sy tin cay cua giai thuat phan tir hiru han da xay dung.
Trén co s& do, bai bao khao sat anh huéng cua cac tham sb vat liéu, hinh hoc, diéu kién bién,
nén dan hoi dén dap tmg dao dong riéng va tai téi han cia tAm nano, va bai bao ciing chi ra
rang tham s do ctimg dic trung cho su bién d6i cua nén dan hdi c6 anh huong dén ca gia tri
tan sé va tai t6i han, ddng thoi cling anh huong dén cac dang dao dong riéng cua tim nano.
Pay 1a nghién ctru dong vai trd 1a co s khoa hoc ¢6 gia tri dé tién hanh nghién cau nhitng
van dé phic tap hon ciing nhu tham khao khi tinh toén, thiét ké va sir dung cac tim nano mot
cach hiéu qua nhat.
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