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Abstract. Steel fiber-reinforced concrete is a special type of concrete in which steel fibers 

are randomly distributed within the concrete. Thanks to the presence of steel fibers, through 

mechanisms like debonding and fiber bridging, forces can still be transmitted within the 

concrete after cracks appear, thereby increasing its ductility and enhancing energy absorption 

capacity. The article aims to present a new simulation model that combines the phase field 

theory with the cohesive zone model to simulate the phenomena of debonding and crack 

bridging through steel fibers. In this method, cracks and interfacial transition zones are 

described by a scalar field ranging from 0 to 1. The jump displacement due to debonding in 

the interface is described through an additional displacement field. As a result, the behavior 

laws in the interface can be easily integrated into the model. The simulation results 

demonstrate the influence of the parameters of the interface on the propagation of cracks. At 

the same time, the simulation model allows for a visual description of the phenomena of 

debonding and crack bridging of steel fibers, thereby demonstrating the role of steel fibers in 

increasing the ductility of concrete. The simulation model also demonstrates the directional 

influence of steel fibers on the load-bearing capacity of the specimen.  

Keywords: phase-field method, Steel Fiber Reinforced Concrete (SFRC), interface, 

debonding and fiber bridging. 
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Tóm tắt. Bê tông cốt sợi thép là một loại bê tông đặc biệt trong đó các sợi thép được phân 

bố ngẫu nhiên trong bê tông. Nhờ sự có mặt của các sợi thép, thông qua cơ chế bong tách và 

vết nứt bắc cầu, lực vẫn truyền được trong bê tông sau khi vết nứt xuất hiện, từ đó làm tăng 

tính dẻo, tăng khả năng hấp thụ năng lượng cho bê tông. Bài báo nhằm mục đích trình bày 

mô hình mô phỏng mới kết hợp lý thuyết trường pha với lý thuyết miền kết dính nhằm mô 

phỏng hiện tượng bong tách và vết nứt bắc cầu qua sợi thép. Trong phương pháp này, vết nứt 

và miền tiếp xúc được miêu tả bằng một trường vô hướng nhận giá trị từ 0 đến 1. Bước nhảy 

chuyển vị do bong tách ở miền tiếp xúc được miêu tả thông qua một trường chuyển vị phụ 

thêm. Nhờ đó, các quy luật ứng xử ở miền tiếp xúc được dễ dàng tích hợp vào mô hình. Kết 

quả của mô hình mô phỏng cho thấy ảnh hưởng của các tham số của miền tiếp xúc tới sự lan 

truyền của vết nứt. Đồng thời, mô hình mô phỏng cho phép miêu tả một cách trực quan hiện 

tượng bong tách và bắc cầu của sợi thép, từ đó cho thấy được vai trò của sợi thép trong việc 

tăng tính dẻo cho bê tông. Mô hình mô phỏng cũng cho thấy ảnh hưởng phương của sợi thép 

tới khả năng chịu lực của mẫu. 

Từ khóa:  phương pháp trường pha, bê tông cốt sợi thép, miền tiếp xúc, bong tách và vết nứt 

bắc cầu. 
@2024 Trường Đại học Giao thông vận tải 
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1. ĐẶT VẤN ĐỀ  

Hiện nay, bê tông là loại vật liệu được sử dụng phổ biến trong ngành xây dựng do có nhiều 

ưu điểm như khả năng chịu nén lớn, độ bền cao, dễ dàng tạo hình và giá thành rẻ. Có nhiều loại 

bê tông khác nhau như: bê tông cường độ cao, bê tông rỗng thoát nước, bê tông tự đầm … 

Trong đó, bê tông cốt sợi thép phân tán (BTCST) là loại bê tông đặc biệt trong đó cốt sợi thép 

được phân bố ngẫu nhiên trong đá xi măng. Sự có mặt của sợi thép cải thiện khả năng chịu kéo 

sau nứt và khả năng hấp thụ năng lượng của đá xi măng [1–4]. Loại vật liệu này có rất nhiều 

ứng dụng, bao gồm vỏ hầm, nền sàn của các công trình công nghiệp lớn, công trình ổn định mái 

dốc, mặt đường và lớp phủ bề mặt.  

Trong BTCST, khi vết nứt hình thành trong đá xi măng và gặp sợi thép,  hai hiện tượng có 

thể xảy ra: sợi bị bong tách khỏi đá xi măng (fiber debonding) hoặc vết nứt bắc cầu qua sợi 

(fiber bridging). Trong đó,  nhiều nghiên cứu đã chỉ ra rằng hiện tượng vết nứt bắc cầu qua sợi 

là cơ chế hoạt động chính của bê tông cốt sợi thép, giúp lực vẫn truyền được trong bê tông sau 

khi nứt, làm tăng khả năng hấp thụ, giảm tính giòn của bê tông [5, 6]. 

Về mặt phương pháp số, hai phương pháp chính dựa trên phương pháp phần tử hữu hạn 

được sử dụng hiện nay cho BTCST là phương pháp rời rạc (discrete element) và bán rời rạc 

(semi-discrete element). Trong phương pháp rời rạc, sợi thép được miêu tả bằng phần tử thanh, 

bê tông được miêu tả bằng phần tử phẳng trong bài toán 2 chiều và phần tử khối trong bài toán 

3 chiều [7, 8].  Các nghiên cứu này đưa ra giả thiết dính bám giữa bê tông và sợi thép là dính 

bám tuyệt đối, tương tác giữa bê tông và sợi thép được thể hiện trong luật ứng xử ứng suất – 

biến dạng của sợi thép. Phương pháp này tương đối phức tạp và đòi hỏi khối lượng tính toán 

lớn do các điểm chia lưới của sợi thép và bê tông là không tương thích. Nhược điểm kể trên có 

thể được giảm thiểu trong phương pháp bán rời rạc, trong đó, các sợi không được mô tả bằng 

phần tử, mà chỉ được miêu tả bằng vị trí trong chất nền bê tông. Khi có vết nứt truyền qua, tại 

các vị trí của sợi sẽ xuất hiện các lực đặt lên chất nền bê tông để miêu tả hiệu ứng vết nứt bắc 

cầu qua sợi thép [9, 10]. Các mô hình kể trên đã tính đến tương tác giữa sợi và bê tông, tuy 

nhiên, các mô hình này cũng chưa cung cấp một cái nhìn trực quan về các hiện tượng bong tách 

và vết nứt bắc cầu qua sợi thép. 

Gần đây, phương pháp trường pha (the phase field method) ngày càng được sử dụng nhiều 

do có thể dễ dàng mô phỏng sự lan truyền của hệ thống vết nứt phức tạp trong bê tông [11,12]. 

Trong phương pháp này, các vết nứt được miêu tả bằng một trường vô hướng nhận giá trị trong 

khoảng từ 0 đến 1, tương ứng với trạng thái không hư hại và hư hại hoàn toàn của vật liệu. Một 

số nhà nghiên cứu đã phát triển phương pháp trường pha kết hợp với mô hình miền kết dính 

(cohesive zone model) nhằm miêu tả ứng xử của vật liệu cốt sợi thép [13] và vật liệu gia cường 

cốt sợi [14]. Các mô hình này đã miêu tả tương đối tốt các hiện tượng như bong tách, đứt sợi. 

Tuy nhiên, các mô hình trên chưa thấy thể hiện được hiện tượng vết nứt bắc cầu.  

Mục tiêu của bài báo nhằm phát triển phương pháp trường pha kết hợp với mô hình miền 

kết dính nhằm miêu tả các hiện tượng bong tách và vết nứt bắc cầu trong bê tông cốt sợi thép. 

Mô hình được xây dựng dựa trên lý thuyết trường pha cho phá hủy dính bám được đề xuất bởi 

Verhoosel và De Borst [15]. Trong đó, miền tiếp xúc giữa các pha vật liệu thành phần cũng 

được miêu tả bằng một trường vô hướng nhận giá trị trong khoảng từ 0 đến 1. Nhờ đó, các ứng 

xử dính bám ở miền tiếp xúc được dễ dàng tích hợp vào trong mô hình. Vị trí của miền tiếp xúc 

giữa các pha vật liệu được xác định thông qua hàm mức không (zero level set function) được 

đề xuất bởi Nguyen và các cộng sự [16]. Kết quả thu được từ mô hình được thể hiện thông qua 
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hai ví dụ số. Ví dụ một thể hiện ảnh hưởng của các tham số của mô hình và các hiệu ứng như 

bong tách sợi, vết nứt bắc cầu qua sợi, ảnh hưởng phương của sợi được thể hiện trong ví dụ hai. 

Cấu trúc của bài báo gồm các phần sau: Cơ sở lý thuyết kết hợp phương pháp trường pha 

và mô hình miền kết dính, rời rạc hóa bằng phương pháp phần tử hữu hạn được trình bày trong 

phần 2. Các ví dụ số và thảo luận được trình bày trong phần 3. Cuối cùng là kết luận và kiến 

nghị. 

2. CƠ SỞ LÝ THUYẾT  

Trong nghiên cứu gần đây [17], cơ sở lý thuyết kết hợp phương pháp trường pha và mô 

hình miền kết dính đã được giới thiệu đầy đủ. Tính chính xác của mô hình đã được kiểm chứng 

với mô hình giải tích qua bài toán thanh chịu kéo. Do đó, trong bài báo này, cơ sở lý thuyết của 

phương pháp sẽ được trình bày tóm tắt. Chúng tôi trình bày chi tiết phần rời rạc hóa và tính 

toán theo phương pháp phần tử hữu hạn của mô hình.  

2.1 Chuẩn hóa mặt tiếp xúc và vết nứt  

Xét một vật thể 𝛺 ⊂ ℝ𝐷, 𝐷 = 1,2,3 là số chiều không gian. 𝜕𝛺 là biên của vật thể, 𝐷 =
1, 2, 3 thể hiện số chiều không gian (hình 1).  Vật thể 𝛺 gồm có nhiều pha, pha cốt kí hiệu 𝛺𝑖 
và pha nền kí hiệu 𝛺/𝛺𝑖. Miền tiếp xúc giữa các vật liệu thành phần kí hiệu là 𝛤𝛽. Các pha vật 

liệu được giả thiết có ứng xử đàn hồi tuyến tính, đặc trưng bởi độ cứng ℂ(𝒙). Gọi 𝛤 có kích 

thước 𝐷 − 1 thể hiện hư hại bên trong miền 𝛺. Gọi năng lượng phá hủy các pha và năng lượng 

phá hủy miền tiếp xúc giữa các pha lần lượt là 𝑔𝑐(𝒙),  𝐺(⟦𝒖⟧, 𝜅). Trong đó, ⟦𝒖⟧=𝒖+ − 𝒖− là 

bước nhảy chuyển vị tại miền tiếp xúc khi có hiện tượng bong tách xảy ra, 𝜅 là hệ số lịch sử tải 

trọng. Tổng năng lượng của vật thể nhiều pha có chứa vết nứt được tính theo công thức sau: 

𝐸 = ∫ 𝜓𝑒

𝛺/𝛤 

(𝒖)𝑑𝛺 + ∫ 𝑔𝑐
𝛤 

dΓ + ∫ 𝐺(⟦𝒖⟧, 𝜅)
𝛤𝛽

d𝛤𝛽 . (1) 

Trong phương trình (1), 𝜓𝑒 là mật độ năng lượng đàn hồi.  

 

Hình 1. Chuẩn hóa vết nứt và miền tiếp xúc. 

Mối quan hệ giữa lực kéo theo phương pháp tuyến  𝑡𝑛 và tiếp tuyến 𝑡𝑠 với bước nhảy 

chuyển vị theo phương pháp tuyến ⟦𝑢𝑛⟧ và tiếp tuyến ⟦𝑢𝑠⟧ trên miền tiếp xúc như dưới đây. 

𝑡𝑛 =
𝐺𝑢
𝛿𝑛

⟦𝑢𝑛⟧

𝛿𝑛
𝑒𝑥𝑝 (−

⟦𝑢𝑛⟧

𝛿𝑛
) 𝑒𝑥𝑝 (−

⟦𝑢𝑠⟧
2

𝛿𝑠2
) 

𝑡𝑠 =
2𝐺𝑢
𝛿𝑠

⟦𝑢𝑠⟧

𝛿𝑠
(1 +

⟦𝑢𝑛⟧

𝛿𝑛
)𝑒𝑥𝑝 (−

⟦𝑢𝑛⟧

𝛿𝑛
)𝑒𝑥𝑝 (−

⟦𝑢𝑠⟧
2

𝛿𝑠
2
) 

      (2) 
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 Trong đó, 𝛿𝑛  và 𝛿𝑠 là các tham số độ dài được tính theo bằng  𝛿𝑛 = 𝐺𝑢/(𝑡𝑢𝑒)  và 𝛿𝑠 =

𝐺𝑢/ (𝑡𝑢√
1

2
𝑒) với 𝑒 = exp(1), 𝑡𝑢 và 𝐺𝑢 là cường độ chịu kéo và năng lượng phá hủy tại miền 

tiếp xúc. 

Như đã đề cập ở [17], nhờ kỹ thuật chuẩn hóa, các miền không liên tục như vết nứt, miền 

tiếp xúc được mô tả bằng bằng các trường vô hướng nhận giá trị trong khoảng từ 0 đến 1, gọi 

là trường ảo. Theo đó, vết nứt, miền tiếp xúc thật được mô tả thông qua trường vô hướng được 

gọi là vết nứt ảo, miền tiếp xúc ảo. Cụ thể, vết nứt 𝛤 được miêu tả bằng trường vô hướng vô 

hướng 𝑑(𝒙), gọi là trường pha, nhận giá trị 1 trên miền 𝛤 và nhận giá trị bằng 0 khi tiến xa 

miền 𝛤. Tương tự, miền tiếp xúc 𝛤𝛽 được miêu tả qua trường vô hướng 𝛽(𝒙) nhận giá trị 1 tại 

miền tiếp xúc và nhận giá trị bằng 0 khi tiến xa miền tiếp xúc. Gọi 𝛾𝑑(𝑑, 𝛻𝑑) và 𝛾𝛽(𝛽, 𝛻𝛽) lần 

lượt là hàm mật độ vết nứt và mật độ miền tiếp xúc trên một đơn vị thể tích. Bước nhảy chuyển 

vị ⟦𝒖⟧ được thay thế bằng trường chuyển vị phụ thêm 𝒗(𝒙) được xác định trên toàn miền vật 

thể. Từ đó, phương trình (1) có thể được viết lại dưới dạng như sau: 

𝐸 = ∫ (𝑔(𝑑)𝜓𝑒(𝒖, 𝒗) + 𝑔𝑐𝛾𝑑 (𝑑, 𝛻𝑑) + 𝐺(𝒗, 𝜅)𝛾𝛽(𝛽, 𝛻𝛽) + 𝛼
𝜕𝒗

𝜕𝑥𝑛
⋅
𝜕𝒗

𝜕𝑥𝑛
)

𝛺

𝑑𝛺. 
        

(3) 

Trong đó, 𝛼 là hằng số nhận giá trị dương, được đưa vào nhằm đảm bảo điều kiện là trường 

phụ thêm 𝒗 là hằng số theo phương vuông góc với vết nứt. 𝑔(𝑑) = (1 − 𝑑)2 + 𝑘, là hàm hư 

hại, đặc trưng cho sự suy giảm độ cứng khi có vết nứt xuất hiện, 𝑘 là số thực rất bé, để đảm bảo 

điều kiện ổn định của bài toán khi vật thể bị hư hại hoàn toàn.  

Áp dụng nguyên lý tiêu hao năng lượng tối đa và cực tiểu năng lượng cho phương trình 

(3), ta thu được các phương trình cho phép xác định trường pha 𝑑(𝒙), trường chuyển vị 𝒖(𝒙) 

và trường chuyển vị phụ thêm 𝒗(𝒙), như dưới đây: 

Trường pha 𝑑(𝒙): 

{

2(1 − 𝑑) ℋ −
𝑔𝑐
ℓ𝑑
(𝑑 − ℓ𝑑

2Δ𝑑) = 0           (𝛺)

𝑑(𝒙) = 1                                                (𝛤)
𝛻𝑑(𝒙) ∙ 𝒏   = 0                                     (𝜕𝛺)

. (4) 

Trường chuyển vị 𝒖(𝒙) và trường chuyển vị phụ thêm 𝒗(𝒙): 

{
 
 
 

 
 
 
∇ ⋅ 𝝈(𝒖, 𝒗, 𝑑) = 𝟎                                                         (𝛺)

𝒖(𝒙) = �̅�                                                               (𝜕𝛺𝑢)

𝝈 ⋅ 𝐧 = �̅�                                                                   (𝜕𝛺𝐹).

𝛾𝛽(𝒕(𝒗, 𝜅) − 𝝈 ⋅ 𝐧) = 𝛼
𝜕𝒗

𝜕𝑥𝑛
⋅
𝜕𝒗

𝜕𝑥𝑛
                         (𝛤𝛽)

𝜕𝒗(𝒙𝑐)

𝜕𝑥𝑛
= 0                                                                (𝜕𝛤𝛽)

 (5) 

Trong phương trình (4), ℋ là hàm lịch sử mật độ năng lượng biến dạng, được tính theo 

công thức sau:  

ℋ(𝐱, 𝑡) = 𝑚𝑎𝑥
𝜏∈[0,𝑡]

{𝜓𝑒+(𝐱, 𝑡)}.  (6) 
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Trong đó, 𝜓𝑒+ là phần chịu kéo của năng lượng mật độ đàn hồi, với giả thiết hư hại chỉ 

sinh ra do chịu kéo, được định nghĩa như sau: 

𝜓𝑒(𝒖, 𝒗) = 𝑔(𝑑)𝜓𝑒+(𝒖, 𝒗) + 𝜓𝑒−(𝒖, 𝒗)     (7) 

Với 

𝜓𝑒±(𝒖, 𝒗) =
𝜆

2
[〈𝑇𝑟(𝜺𝑒 )〉±]

2 + 𝜇𝑇𝑟{(𝜺± )2}     (8) 

𝜆 , 𝜇 là các hằng số Lamé 

𝜺𝑒 là ten-xơ biến dạng, được phân tách thành biến dạng kéo 𝜀𝑒+ và biến dạng nén 𝜀𝑒−. 

Ứng suất Cauchy 𝜎 trong phương trình (5) được định nghĩa như sau: 

𝝈 =
𝜕𝜓𝑒

𝜕𝜀𝑒
= 𝑔(𝑑)(𝜆〈𝑡𝑟𝜺𝑒〉+𝟏 + 2𝜇𝜺

𝑒+) + (𝜆〈𝑡𝑟 𝜺𝒆〉_𝟏 + 2𝜇𝜺𝑒− ). 
 (9) 

Trong đó, biến dạng đàn hồi được thể hiện như sau: 

𝜺𝑒 = 𝜺 − 𝜺𝒑 = ∇𝒖 − 𝒏𝛤𝛽 ⊗𝒔 𝒗𝛾𝛽(𝛽, 𝛻𝛽). (10) 

 Bằng cách sử dụng biến phân trong trường pha, chuyển vị và trường chuyển vị phụ thêm, 

chúng ta thu được biểu thức dạng yếu (weak form) như sau: 

∫ {(2ℋ +
𝑔𝑐
ℓ𝑑
) 𝑑𝛿𝑑 + 𝑔𝑐ℓ𝑑𝛻𝑑 ⋅ 𝛻𝑑(𝛿𝑑)}

𝛺

𝑑𝛺 = ∫2
𝛺

𝛿ℋ𝑑𝑑𝛺 

∫𝝈: 𝜺𝒆(𝛿𝑢)
𝛺

𝑑𝛺 = ∫ �̄�
𝜕𝛺𝐹

⋅ 𝛿𝑢𝑑𝛤  

∫ {𝛾𝛽(𝒕(𝒗, 𝜅) − 𝝈: 𝜺
𝑝(𝛿𝒗)) − 𝛼

𝜕𝒗

𝜕𝑥𝑛
⋅
𝜕𝛿𝒗

𝜕𝑥𝑛
}

𝛺

𝑑𝛺 −∫
𝜕𝒗

𝜕𝑥𝑛𝜕𝛤𝛽

𝛿𝒗𝑑𝛤 = 0 

  (11) 

2.2 Rời rạc hóa bằng phương pháp phần tử hữu hạn 

Trường pha, trường chuyển vị và chuyển vị phụ thêm được rời rạc hóa bằng phương pháp 

phần tử hữu hạn như sau: 

𝑑 = 𝑵𝑑𝒅
𝑒𝑙 →

𝜕𝑑

𝜕𝒙
= 𝑩𝑑𝒅

𝑒𝑙 

𝒖 = 𝑵𝒖𝒖
𝑒𝑙 → 𝑠𝑦𝑚(

𝜕𝑑

𝜕𝒙
) = 𝑩𝑢𝒖

𝑒𝑙 

𝒗 = 𝑵𝒗𝒗
𝑒𝑙  → 𝑠𝑦𝑚(𝒏𝛤𝛽 ⊗𝒔 𝒗) = 𝑩𝑣𝒗

𝑒𝑙 ,     
𝜕𝒗

𝜕𝑥𝑛
= 𝑮𝑣𝒗

𝑒𝑙 

 

 

(12) 

Trong đó, 𝒅𝑒𝑙, 𝒖𝑒𝑙, 𝒗𝑒𝑙 lần lượt là giá trị trường pha, các thành phần trường chuyển vị và 

chuyển vị phụ thêm tại các nút phần tử. 𝑵𝑑, 𝑵𝒖, 𝑵𝒗 lần lượt là hàm dạng của trường pha, trường 
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chuyển vị và chuyển vị phụ thêm. 𝑩𝑑 , 𝑩𝑢, 𝑩𝑣  lần lượt là đạo hàm của hàm dạng của trường 

pha, trường chuyển vị và chuyển vị phụ thêm.  

Dựa vào phương trình (12), phương trình phần tử hữu hạn xác định trường pha được biểu 

diễn như sau: 

𝐊𝑑𝐝 = 𝐅𝑑. (13) 

Trong đó, 𝐝 là véc tơ chứa các giá trị trường pha trên toàn miền 

𝐊𝑑 = ∫ {(
𝑔𝑐
ℓ𝑑
+ 2ℋ𝑛)𝑵𝑑

𝑇𝑵𝑑 + 𝑔𝑐ℓ𝑑𝑩𝑑
𝑇𝑩𝑑}

𝛺

d𝛺.  (14)             

𝐅𝑑 = ∫2𝑵𝑑
𝑇

𝛺

d𝛺. (15) 

Tương tự, dựa vào phương trình (12), phương trình phần tử hữu hạn phi tuyến xác định 

trường chuyển vị và chuyển vị phụ thêm được xác định như sau: 

{
𝑓𝑖𝑛𝑡,𝒖(𝒖, 𝒗) = 𝑓𝑒𝑥𝑡,𝒖
𝑓𝑖𝑛𝑡,𝒗(𝒖, 𝒗) = 0

 
   (16) 

Trong đó, các véc tơ nội lực được xác định như sau: 

{
 
 

 
 𝑓𝑖𝑛𝑡,𝒖(𝒖, 𝒗) = ∫ (𝑩𝒖

𝑇ℂ𝑩𝒖𝒖 − 𝛾𝛽𝑩𝒖
𝑇ℂ𝑩𝒗𝒗)

⬚

𝛺

𝑑𝛺

𝑓𝑖𝑛𝑡,𝒗(𝒖, 𝒗) = ∫ (−𝛾𝛽𝑩𝑣
𝑇ℂ𝑩𝒖𝒖 + 𝛾𝛽

2𝑩𝒗
𝑇ℂ𝑩𝒗𝒗 + 𝛾𝛽𝑵𝒗

𝑇𝒕(𝒗, 𝜅) + 𝛼𝑮𝒗
𝑇𝑮𝒗)

⬚

𝛺

𝑑𝛺

 

  

    (17) 

Hệ phương trình (16) là hệ phương trình phi tuyến do sự có mặt của ứng xử dính bám tại 

miền tiếp xúc. Hệ phương trình này được giải bằng phương pháp Newton-Raphson với độ cứng 

tiếp tuyến được xác định như sau: 

𝑲[
∆𝒖
∆𝒗
] = 𝑹  (18) 

𝑲 = [
𝑲𝒖𝒖 𝑲𝒖𝒗
𝑲𝒗𝒖 𝑲𝒗𝒗

]  and 𝑹 =  [
𝑓𝑒𝑥𝑡,𝒖 − 𝑓𝑖𝑛𝑡,𝒖(𝒖, 𝒗)

−𝑓𝑖𝑛𝑡,𝒗(𝒖, 𝒗)
] 

(19) 

Với  

𝑲𝒖𝒖 = ∫𝑩𝒖
𝑇ℂ𝑩𝒖

𝛺

d𝛺.       

𝑲𝒖𝒗 = ∫ −𝛾𝛽𝑩𝒖
𝑇ℂ𝑩𝒗𝑑𝛺

⬚

Ω

 

𝑲𝒗𝒖 = ∫ −𝛾𝛽𝑩𝒗
𝑇ℂ𝑩𝒖𝑑𝛺

⬚

Ω

 

𝑲𝒗𝒗 = ∫ (𝛾𝛽
2𝑩𝒗

𝑇ℂ𝑩𝒗 + 𝛾𝛽𝑵𝒗
𝑇
𝜕𝒕(𝒗, 𝜅)

𝜕𝒗
𝑵𝑣 + 𝛼𝑮𝒗

𝑇𝑮𝒗)𝑑𝛺
⬚

Ω

 

       (20) 

Việc phân tách biến dạng thành biến dạng kéo và biến dạng nén được thực hiện thông qua 

ten-xơ chiếu, được định nghĩa như sau: 
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𝜺𝑛+1
𝑒± (𝜺𝑛

𝑒 ) ≈ ℘±(𝜺𝑛
𝑒 ): 𝜺𝑛+1

𝑒         (21) 

và 

⟨𝑡𝑟𝜺𝑛+1⟩+ ≃ ℛ+(𝜺𝑛)𝑡𝑟𝜺𝑛+1;  ⟨𝑡𝑟𝜺𝑛+1⟩− ≃ ℛ
−(𝜺𝑛)𝑡𝑟𝜺𝑛+1.                                        (22) 

Trong đó 

ℛ+(𝜺𝑛) =
1

2
(𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑡𝑟𝜺𝒏) + 1), ℛ

−(𝜺𝑛) =
1

2
(𝑠𝑖𝑔𝑛(−𝑡𝑟𝜺𝑛) + 1). 

    (23) 

Đặt ℛ±(𝜺𝑛
𝑒 ) ≡ ℛ± and 𝛲±(𝜺𝑛

𝑒 ) ≡ 𝑃±  là ma trận tương ứng với ten-xơ chiếu bậc bốn ℘ , 

khi đó ten-xơ độ cứng đàn hồi được định nghĩa như dưới đây: 

ℂ(𝑑)=[𝑔(𝑑)(𝜆𝓡+[𝟏] ∙ [𝟏] + 2𝜇𝑃+) + (𝜆𝓡−[𝟏] ∙ [𝟏] + 2𝜇𝑃−)]. (24) 

Mô hình trường pha kết hợp miền kết dính được lập trình trong phần mềm Matlab với sơ 

đồ tính toán được trình bày như (hình 2). 

 
Hình 2. Sơ đồ tính toán.  
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3. MÔ PHỎNG SỐ VÀ THẢO LUẬN 

Kết quả của mô hình trường pha kết hợp miền kết dính được trình bày ở trên được trình 

bày thông qua hai ví dụ số. Ví dụ số thứ nhất trình bày ảnh hưởng của một số tham số của mô 

hình như cường độ dính bám, tham số chiều dày miền tiếp xúc đến dạng lan truyền của vết nứt 

trong vật liệu nhiều thành phần. Trong ví dụ thứ hai, mô hình được sử dụng để mô phỏng hiệu 

ứng bong tách và vết nứt bắc cầu qua sợi thép. Ảnh hưởng của góc nghiêng của sợi thép cũng 

được trình bày trong ví dụ này. 

3.1 Ảnh hưởng của một số tham số của mô hình 

 

Hình 3. Hình học và điều kiện biên của ví dụ 1. 

 

            𝑡𝑢 = 1 𝑀𝑃𝑎                             𝑡𝑢 = 5𝑀𝑃𝑎                             𝑡𝑢 = 10𝑀𝑃𝑎 

Hình 4. Khảo sát tham số 𝑡𝑢. 

Hình 3 trình bày sơ đồ hình học và điều kiện biên của thí dụ số thứ nhất. Mẫu mô phỏng 

dạng hình vuông kích thước 100x100 mm có chứa vết nứt mồi có chiều dài 10mm, bề rộng 

1mm, được cấu tạo từ hai pha vật liệu thành phần gồm có pha nền và pha cốt, kí hiệu lần lượt 

là “𝑚”  và “𝑖”. Các đặc trưng đàn hồi của các pha vật liệu lần lượt là 𝐸𝑚 = 39 𝐺𝑃𝑎,  𝑣𝑚 =
0,19 và 𝐸𝑖 = 3𝐸𝑚 , 𝑣𝑖 = 3𝑣𝑚. Năng lượng phá hủy của pha nền được lấy bằng 𝑔𝑐𝑚 =
2. 10−5𝑘𝑁/𝑚𝑚. Năng lượng phá hủy của pha cốt được giả thiết lấy bằng 𝑔𝑐𝑖 = 5𝑔𝑐𝑚. Năng 



Tạp chí Khoa học Giao thông vận tải, Tập 75, Số 5 (06/2024), 1909-1922 

1918 

lượng phá hủy dính bám tại miền tiếp xúc giữa hai pha được giả thiết bằng 𝐺𝑢 = 0,5𝑔𝑐𝑚. Cạnh 

dưới của mẫu được khống chế chuyển vị theo phương y. Góc trái bên dưới mẫu được khống 

chế chuyển vị theo phương x. Cạnh trên của mẫu được gia tải kéo bằng chuyển vị tăng dần 

trong quá trình mô phỏng,  bước gia tải chuyển vị được lấy bằng 𝑢 ̅ = 1𝑥10−4𝑚𝑚. Mẫu mô 

phỏng được rời rạc hóa bằng các phần tử tam giác tuyến tính 3 nút. Kích thước phần tử trong 

vùng dự kiến vết nứt đi qua được lấy bằng ℎ𝑚𝑖𝑛 = 0,25 𝑚𝑚, vùng còn lại được lấy bằng 

ℎ𝑚𝑎𝑥 = 0,5 𝑚𝑚. Giả thiết biến dạng phẳng. 

 

       ℓ𝛽 = 0,5𝑚𝑚                                   ℓ𝛽 = 1𝑚𝑚                              ℓ𝛽 = 2𝑚𝑚 

Hình 5. Trường 𝛽 ứng với các giá trị ℓ𝛽. 

 

       ℓ𝛽 = 0,5𝑚𝑚                                   ℓ𝛽 = 1𝑚𝑚                              ℓ𝛽 = 2𝑚𝑚 

Hình 6. Dạng vết nứt ứng với các giá trị ℓ𝛽 . 

Trong ví dụ số này, trước tiên, tham số bề rộng vết nứt và bề rộng miền tiếp xúc được lấy 

bằng nhau, ℓ𝑑 = ℓ𝛽 = 0,5𝑚𝑚, ba giá trị cường độ dính bám được lựa chọn 𝑡𝑢 = 1; 5 ; 10 𝑀𝑃𝑎,   

dựa trên tài liệu tham khảo [13]. Dạng vết nứt ở cùng một mức chuyển vị 0,045mm được thể 

hiện trên hình 4 (được biểu thị bằng vùng màu đỏ). Nhận thấy rằng, giá trị cường độ dính bám 

sẽ ảnh hưởng đến sự lan truyền của vết nứt. Vết nứt sẽ lan truyền từ vết nứt mồi đến miền tiếp 

xúc giữa hai pha vật liệu. Khi 𝑡𝑢 nhỏ, vết nứt sẽ lan truyền dọc theo miền tiếp xúc giữa hai pha 

vật liệu (hiện tượng bong tách). Khi 𝑡𝑢 tăng dần, hiện tượng bong tách ở miền tiếp xúc giảm 

dần, chiều dài vết nứt đâm xuyên vào vật liệu thứ hai tăng dần. Hiện tượng trên có thể giải thích 

do khi giá trị 𝑡𝑢 nhỏ, miền tiếp xúc giữa hai vật liệu yếu và ngược lại.  

Tiếp đó, tham số bề rộng vết nứt được lấy cố định bằng ℓ𝑑 = 0,5𝑚𝑚,  cường độ dính bám 

được chọn bằng 𝑡𝑢 = 5  𝑀𝑃𝑎, ba giá trị của bề rộng miền tiếp xúc được tiến hành khảo sát 
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ℓ𝛽 = 0,5𝑚𝑚 ; 1 𝑚𝑚 và 2 𝑚𝑚 (hình 5). Nhận thấy rằng khi ℓ𝛽 lớn thì diện tích miền tiếp xúc 

càng lớn (được biểu thị bằng vùng màu đỏ). Ảnh hưởng của  ℓ𝛽 đến dạng vết nứt được thể hiện 

trên hình 6. Kết quả chỉ ra rằng khi ℓ𝛽 lớn (miền tiếp xúc yếu), hiện tượng bong tách đóng vai 

trò chủ đạo. Khi ℓ𝛽 nhỏ (miền tiếp xúc khỏe), hiện tượng bong tách giảm dần, vết nứt sẽ đâm 

xuyên qua miền tiếp xúc vào vật liệu thứ hai. 

3.2 Khảo sát phương của sợi 

 

Hình 7. Hình học và điều kiện biên: định nghĩa phương của sợi. 

 

Hình 8. Mẫu vết nứt theo các phương khác nhau của sợi. 

Hình 7 trình bày sơ đồ hình học và điều kiện biên của ví dụ số 2. Mẫu mô phỏng hình 

vuông có kích thước 100x100 mm, có chứa hai vết nứt mồi có chiều dài 10mm, chiều rộng 

1mm. Mẫu mô phỏng có hai sợi thép có kích thước 30x0,5 mm đặt trong chất nền là bê tông. 
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Vị trí và phương của sợi thép được thể hiện trên hình 7. Ba góc nghiêng của sợi được chọn để 

mô phỏng 𝜃 = 0𝑜;
𝜋

8
;
𝜋

4
. Điều kiện biên về khống chế chuyển vị và gia tải của ví dụ 2 tương 

đồng với ví dụ 1. Các đặc trưng đàn hồi của vật liệu được lấy như sau, đối với pha nền là bê 

tông, 𝐸𝑚 = 39 𝐺𝑃𝑎,  𝑣𝑚 = 0,19 đối với sợi thép 𝐸𝑖 = 210 𝐺𝑃𝑎,  𝑣𝑖 = 0,3. Năng lượng phá 

hủy của sợi thép và bê tông được lấy lần lượt bằng 𝑔𝑐𝑖 = 1. 10
−2𝑘𝑁/𝑚𝑚 và 𝑔𝑐𝑚 =

2. 10−5𝑘𝑁/𝑚𝑚, dựa trên tài liệu tham khảo [18]. Năng lượng phá hủy của miền tiếp xúc giữa 

bê tông và sợi thép được lấy bằng 𝐺𝑢 = 0,5𝑔𝑐𝑚. Tham số chiều dày vết nứt và chiều dày miền 

tiếp xúc được chọn bằng nhau và bằng ℓ𝑑 = ℓ𝛽 = 0,5𝑚𝑚, cường độ dính bám được chọn bằng 

𝑡𝑢 = 1  𝑀𝑃𝑎. 

Hình 8a thể hiện hiện tượng vết nứt bắc cầu qua sợi thép ứng với trường hợp 𝜃 = 0𝑜 . Đầu 

tiên, hai vết nứt lan truyền từ vết nứt mồi đến sợi thép. Khi gặp sợi thép, hiện tượng bong tách 

xảy ra. Tiếp đó, hai vết nứt xuất hiện ở hai bên của sợi thép và lan truyền vào giữa. Đây chính 

là hiện tượng vết nứt bắc cầu qua sợi thép. Cuối cùng một số vết nứt xuất hiện ở các cạnh của 

sợi thép và tiếp tục phát triển. 

Hình 8b,c thể hiện sự lan truyền của vết nứt ứng với trường hợp 𝜃 =
𝜋

8
;
𝜋

4
. Tương tự trường 

hợp 𝜃 = 0𝑜, đầu tiên khi vết nứt gặp sợi, hiện tượng bong tách xảy ra. Trong trường hợp 𝜃 =
𝜋

8
, 

quan sát thấy rằng, sau khi có hiện tượng bong tách, có hai vết nứt xuất hiện, vết nứt ở mặt còn 

lại của sợi (hiện tượng bắc cầu) và ở góc của sợi. Tiếp đó, vết nứt ở góc của sợi phát triển nhanh 

hơn và làm phá hoại mẫu. Trong trường hợp 𝜃 =
𝜋

4
, vết nứt do bong tách từ hai sợi thép phát 

triển thành vết nứt lớn làm phá hoại mẫu. Trong trường hợp này, hiện tượng vết nứt bắc cầu 

không xuất hiện.  

 

Hình 9. So sánh đường cong ứng suất–chuyển vị. 

Hình 9 thể hiện đường cong ứng suất và chuyển vị của ba mẫu mô phỏng ứng với các góc 

nghiêng khác nhau. Kết quả cho thấy rằng, khi 𝜃 = 0𝑜, mẫu mô phỏng có khả năng chịu lực 

lớn nhất. Điều này có thể dễ dàng giải thích bởi sợi thép nằm cùng phương với phương của ứng 

suất kéo chính. Khả năng chịu lực của mẫu giảm dần khi tăng góc nghiêng của sợi. Đường cong 

ứng suất chuyển vị cũng thể hiện tính “dẻo” của các mẫu mô phỏng. Sau khi kết thúc giai đoạn 

ứng xử đàn hồi, ứng với khi vết nứt bắt đầu lan truyền, hai trường  hợp 𝜃 = 0𝑜;
𝜋

8
  cho thấy rằng 
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khả năng chịu lực của mẫu tiếp tục tăng lên. Cả ba trường hợp  𝜃 = 0𝑜;
𝜋

8
;
𝜋

4
 , quan sát thấy rằng 

giá trị ứng suất của cả ba mẫu đều giảm từ từ. Như vậy, mô hình mô phỏng đã thể hiện được 

vai trò của sợi thép trong việc tăng tính dẻo của bê tông.  

4. KẾT LUẬN 

Trong bài báo này, mô hình trường pha kết hợp với miền kết dính được phát triển nhằm 

mô phỏng hiện tượng bong tách và vết nứt bắc cầu qua sợi thép. Đây là lần đầu tiên hiện tượng 

vết nứt bắc cầu qua sợi thép được thể hiện một cách trực quan qua mô hình mô phỏng số. Bên 

cạnh đó, mô hình cũng cho thấy ảnh hưởng của một số tham số của mô hình miền tiếp xúc tới 

sự lan truyền của vết nứt trong mẫu. Một số kết luận được rút ra như sau: 

• Tùy thuộc vào các tính chất của miền tiếp xúc, vết nứt có thể lan truyền ở mặt tiếp xúc giữa 

hai pha vật liệu, hoặc đâm xuyên vào vật liệu còn lại. 

• Sự có mặt của sợi thép góp phần làm tăng tính dẻo cho mẫu bê tông, thông qua các cơ chế 

như bong tách, vết nứt bắc cầu. Đồng thời, góc nghiêng của sợi thép cũng ảnh hưởng tới khả 

năng chịu lực của mẫu. 

Trong các nghiên cứu sắp tới, mô hình này sẽ tiếp tục được phát triển nhằm mục đích hiểu 

rõ hơn cơ chế hoạt động của bê tông cốt sợi thép ở cấp độ vật liệu có tính tới các yếu tố như sự 

phân bố ngẫu nhiên của sợi trong bê tông, ảnh hưởng của hình dạng sợi, mô hình 3D của sợi 

thép… 
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