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Abstract.  Doubly porous media have attracted a great number of investigations of the 

research community in recent years. In these materials, effective permeability is one of the 

most important properties. This work is concerned with the doubly porous media made of a 

permeable solid phase containing a network of non-interconnected fluid-filled pores and the 

interfaces between them are rough. The main purpose of this work is to study the influence 

of that interface roughness on the effective permeability of the double porosity material. To 

achieve the target, by employing the Boundary Element Method, we first solve the velocity 

and pressure fields of the fluid flow in an infinite permeable solid containing a pore with 

rough surface and undergoing a remote uniform pressure gradient. Next, each pore is replaced 

with an equivalent permeable inclusion and its permeability can determined by using the 

above solutions. Finally, the dilute distribution (DD) and Mori–Tanaka (MT) schemes are 

applied to determinate the effective permeabilty of the doubly porous material under 

consideration. The results given by the proposed approach are compared with the finite 

element and the impact of interface roughness on the effective permeabilty is discussed.  

Keywords: Effective permeability, double porosity, interface roughness, micromechanics, 

homogenization, boundary element method. 
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Tóm tắt. Môi trường rỗng kép đã thu hút được số lượng lớn các nghiên cứu trong giới khoa 

học những năm gần đây. Đối với loại vật liệu này, độ thấm có hiệu là một trong những tính 

chất quan trọng nhất. Nghiên cứu này xem xét bài toán môi trường rỗng kép mà được tạo bởi 

pha nền là chất rắn cho phép thấm hàm chứa trong nó là hệ thống lỗ rỗng không kết nối lấp 

đầy chất lỏng, mặt tiếp xúc giữa hai pha là gồ ghề. Mục tiêu chính của nghiên cứu này là 

đánh giá sự ảnh hưởng của độ gồ ghề đến độ thấm có hiệu của vật liệu rỗng kép. Để đạt được 

mục tiêu này, bằng cách ứng dụng phương pháp phần tử biên, chúng tôi tiến hành giải bài 

toán tìm trường vận tốc và áp suất của dòng chất lỏng chảy qua một miền chất rắn vô hạn cho 

phép thấm, hàm chứa một lỗ rỗng có bề mặt gồ ghề chịu tác dụng của một gradient áp suất ở 

xa vô cùng. Tiếp đến, mỗi lỗ rỗng được thay thế bằng một hạt nhân tương đương có độ thấm 

được xác định thông qua nghiệm của bài toán nói trên. Cuối cùng, mô hình pha loãng và mô 

hình Mori-Tanaka được sử dụng để dự báo độ thấm có hiệu của vật liệu rỗng kép. Kết quả 

thu được từ phương pháp đề xuất được so sánh với phương pháp phần tử hữu hạn, đồng thời 

sự ảnh hưởng của mặt tiếp xúc gồ ghề đến độ thấm có hiệu được phân tích và đánh giá.  

Từ khóa: Độ thấm có hiệu, độ rỗng kép, mặt tiếp xúc gồ ghề, cơ học vi mô, đồng nhất hóa, 

phương pháp phần tử biên. 
@2024 Trường Đại học Giao thông Vận tải 
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1. ĐẶT VẤN ĐỀ  

Môi trường rỗng kép có thể được xem xét và xử lý như một vật liệu không đồng nhất được 

tạo bởi một pha nền là chất rắn trong đó có chứa các lỗ rỗng được chứa đầy nước. Trong tự 

nhiên, những vật liệu như đá, đất, đất sét, xương hoặc gỗ có thể được coi là vật liệu rỗng kép 

hoặc thậm chí vật liệu rỗng đa cấp độ. Những vật liệu nhân tạo như đá xi măng, gạch, bê tông, 

bê tông nhựa v.v. cũng thường tồn tại ở dạng vật liệu rỗng đa cấp độ. Ví dụ trong bê tông, lỗ 

rỗng tạo bởi khe hở giữa các hạt cốt liệu có thể được xem là lỗ rỗng ở cấp độ thứ nhất, trong 

khi đó vết nứt hoặc lỗ bọt khí được nhận định là lỗ rỗng ở cấp độ lớn hơn đại diện cho cấp độ 

rỗng thứ hai. Phần lớn các nghiên cứu liên quan đến vật liệu rỗng nói chung và vật liệu rỗng 

kép nói riêng là hướng đến việc xác định các tính chất truyền dẫn có hiệu của chúng [1-16], 

trong đó độ thấm có hiệu là một trong những tính chất quan trọng nhất. 

Việc dự báo độ thấm có hiệu của vật liệu rỗng kép thu hút được sự quan tâm của nhiều nhà 

khoa học trên thế giới với nhiều phương pháp tiếp cận khác nhau, có thể kể đến như phương 

pháp đồng nhất hóa [1, 15-18], phương pháp phần tử hữu hạn [5, 8, 19, 20] và phương pháp 

biến đổi nhanh Fourier [10, 11, 21]. Điều đáng lưu ý là hầu hết các nghiên cứu kể trên chưa tính 

đến việc xem xét ảnh hưởng của trạng thái bề mặt lỗ rỗng đến độ thấm có hiệu của vật liệu tổng 

thể mặc dù thực tế bề mặt lỗ rỗng thường gồ ghề. Chính vì vậy nghiên cứu này hướng đến việc 

xem xét dòng chảy chất lỏng đi qua vật liệu rỗng có chứa các lỗ rỗng vĩ mô lấp đầy chất lỏng 

với bề mặt gồ ghề, từ đó xác định độ thấm có hiệu của vật liệu rỗng kép và phân tích sự phụ 

thuộc của đại lượng này vào mức độ gồ ghề của bề mặt lỗ rỗng. Trong đó bề mặt gồ ghề của lỗ 

rỗng được mô hình dưới dạng lượn sóng theo hàm số sine, mức độ gồ ghề được đặc trưng thông 

qua số lượng bước sóng và biên độ gồ ghề. Tại điểm chuyển tiếp giữa pha lỏng và pha rắn điều 

kiện Beavers–Joseph–Saffman vẫn được sử dụng để mô tả trạng thái tiếp xúc. Dòng chất lỏng 

đi qua môi trường rỗng kép nói trên được mô phỏng bằng phương trình dòng chảy liên hợp 

Darcy-Stokes. 

Bài báo này được cấu trúc theo trình tự cơ bản như sau. Mục 2 dành để giới thiệu tổng quan 

về mô hình bài toán xem xét, các phương trình điều chỉnh, điều kiện tiếp xúc rắn/lỏng và nguyên 

lý tổng quát xác định hệ số thấm vĩ mô. Tiếp theo, trong mục 3 nhóm tác giả trình bày chi tiết 

nguyên tắc xác định hệ số thấm có hiệu bằng việc sử dụng kết hợp nguyên lý hạt nhân tương 

đương và các mô hình đồng nhất hóa cổ điển trong cơ học vi mô. Trong mục 4, bài toán phụ 

trợ một hạt sẽ được giải số bằng phương pháp phần tử biên để xác định trường nghiệm của dòng 

chảy chất lỏng bên trong và ngoài lỗ rỗng lấp đầy chất lỏng có bề mặt ghồ ghề. Mục 5 sẽ dành 

để ứng dụng cho một số ví dụ với số liệu đầu vào cụ thể. Kết thúc bài báo bằng mục 6 với một 

số kết luận và kiến nghị. 

2. MÔ HÌNH BÀI TOÁN VÀ CÁC PHƯƠNG TRÌNH ĐIỀU CHỈNH CƠ BẢN 

Vật liệu rỗng kép xem xét trong nghiên cứu này được mô hình bởi một miền chất nền rắn 

Ω cho phép thấm nằm trong không gian hai chiều, đặc trưng bởi độ thấm 𝜅, bên trong nó là các 

lỗ rỗng cùng kích thước Ω(𝑖)(𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑁) lấp đầy chất lỏng với bề mặt gồ ghề được phân bố 

một cách ngẫu nhiên, lưu ý rằng miền chất nền còn lại không chứa lỗ rỗng được gọi là Ω(0) 
(xem hình 1). Dòng chất lỏng chảy qua môi trường này được giả định là chất lỏng Newtonian 

không nén được với độ nhớt động học là μ. Dòng chảy được sinh ra bởi một gradient áp suất vĩ 

mô ở xa vô cùng biểu diễn bởi vector 𝐆 = (𝐺1, 𝐺2) = (𝐺∞ cos 𝛾, 𝐺∞ sin 𝛾) với 𝛾 là góc tạo bởi 

hướng của vector này và trục tọa độ 𝑥. Mặt tiếp xúc giữa pha nền rắn và pha lỏng (lỗ rỗng chứa 

chất lỏng) được ký hiệu bởi đường cong Γ(𝑖), để mô phỏng trạng thái bề mặt gồ ghề của lỗ rỗng 
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đường cong này có dạng hàm số sine 𝑅(𝜃) = 𝑅0 + 𝐴 sin(𝐵𝜃), mức độ gồ ghề được đặc trưng 

bởi biên độ nhám 𝐴 và số lượng đỉnh 𝐵 .  

 
Hình 1. Mô hình bài toán xem xét. 

Ở đây chúng ta đưa vào khái niệm chiều dài đặc trưng của lỗ rỗng 𝑅𝑒𝑞, chiều dài này được 

hiểu là bán kính của một lỗ rỗng hình tròn tương đương có diện tích bằng diện tích của lỗ rỗng 

gồ ghề Ω(𝑖), như vậy nó có thể được xác định như sau: 

𝑅𝑒𝑞 = √𝑆/𝜋 , (1) 

trong đó 𝑆 là diện tích của lỗ rỗng.  

Để đưa toàn bộ các đại lượng và phương trình sử dụng trong nghiên cứu này về dạng không 

thứ nguyên, chúng ta lựa chọn 𝑅𝑒𝑞 , 𝐺∞𝑅𝑒𝑞
2 /𝜇, 𝑅𝑒𝑞

2 , 𝐺∞, 𝑅𝑒𝑞
2  lần lượt là các giá trị tham chiếu của 

vận tốc, gradient áp suất, áp suất và độ thấm. Nhờ đó, phương trình Darcy mô tả dòng chảy đi 

qua pha nền được viết dưới dạng không đơn vị như sau: 

𝐔(𝑠)(𝐱) = −𝑘∇𝑃(𝑠)(𝐱),     x∈Ω(0),  (2) 

với 𝐔(𝑠)(𝐱) = (𝑈(𝑠), 𝑉(𝑠)) và 𝑃(𝑠) lần lượt là vận tốc và áp suất không đơn vị của dòng 

chảy trong miền con Ω(0).  

Đối với miền chất lỏng nằm trong lỗ rỗng, trường vận tốc và áp suất tuân thủ theo phương 

trình Stokes biểu diễn dưới dạng không thứ nguyên dưới đây:  

∆𝐮(𝑓)(𝐱) = ∇𝑝(𝑓)(𝐱),    ∇ ∙ 𝐮(𝑓)(𝐱) = 0,    x∈Ω(𝑖). (3) 

Trong phương trình trên 𝐮(𝑓)(𝐱) = (𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠)) và 𝑝(𝑠) đại diện cho vận tốc và áp suất của chất 

lỏng bên trong lỗ rỗng Ω(𝑖).  

Để mô tả điều kiện chuyển tiếp giữa pha rắn và pha lỏng của môi trường rỗng kép đang 

xem xét, ở đây chúng ta áp dụng điều kiện Beavers–Joseph–Saffman tại mặt tiếp xúc Γ(𝑖), nó 

được biểu diễn cụ thể bằng 3 phương trình sau: 

u(𝑓)(x)∙n(x)=𝐔(s)(x)∙n(x) với x∈Γ(𝑖), (4) 
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[u
(𝑓)(x)-𝐔(s)(x)]∙t(x)=𝜆√𝑘[𝛔(𝑓)(x)∙n(x)]∙t(x) với x∈Γ(𝑖), (5) 

𝑝(𝑓)(x)-𝑃(s)(x)= n(x) ∙ [∇u
(𝑓)(x)+∇Tu

(𝑓)
(x)] ∙n(x) với x∈Γ(𝑖), (6) 

trong đó n(x) là vector pháp tuyến tại Γ(𝑖) và có hướng từ miền Stokes đến miền Darcy; 𝛔(f)(x) 

là tensor ứng suất Cauchy trong trong pha lỏng; 𝜆 là hệ số trượt bán kinh nghiệm không thứ 

nguyên, lấy giá trị trong khoảng từ 0 đến 5, t(x) là véc tơ tiếp tuyến với với đường cong Γ(𝑖). 

Lưu ý rằng, trong các phương trình nói trên các chỉ số “f”, “s” lần lượt chú thích cho miền 

Stokes và miền Darcy.  

Ở cấp độ tổng thể của vật liệu rỗng kép, ứng xử có hiệu của dòng chất lỏng được đặc trưng 

bởi quy luật Darcy không thứ nguyên dưới đây: 

𝐔̅ = −𝐊𝑒𝑓𝑓∇𝑃̅̅̅̅ . (7) 

Trên đây, 𝐊𝑒𝑓𝑓 đại diện cho tensor độ thấm có hiệu còn 𝐔̅ và ∇𝑃̅̅̅̅  lần lượt là vận tốc và gradient 

áp suất vĩ mô. 

3. XÁC ĐỊNH ĐỘ THẤM CÓ HIỆU BẰNG CÁC MÔ HÌNH ĐỒNG NHẤT HOÁ   

Để đạt được mục tiêu xác định độ thấm có hiệu của môi trường rỗng kép như mô tả ở trên, 

chúng ta cần thực hiện tuần tự hai bước.  

Bước thứ nhất, bằng cách sử dụng phương pháp hạt nhân tương đương, mỗi một lỗ rỗng 

chứa chất lỏng Ω(𝑖) được thay thế bằng một hạt nhân rắn cho phép thấm Ω̃(𝑖) có cùng hình dạng 

và kích thước đồng thời độ thấm tương đương được ký hiệu là 𝐊(𝑖). Độ thấm tương đương này 

được xác định thông qua mối quan hệ dưới đây: 

〈𝐮〉(𝑖) = −𝐊(𝑖)〈∇𝑝〉(𝑖), (8) 

với 〈𝐮〉(𝑖), 〈∇𝑝〉(𝑖) là trung bình vận tốc và gradient áp suất trên miền lỗ rỗng thứ “i”. Các 

giá trị trung bình này được xác định thông qua hai biểu thức sau: 

〈𝐮〉(𝑖) = 
1

𝑆
∫ [U(s)(x)∙𝐧(x)

⬚

Γ(𝑖)

]xdx,    〈∇𝑝〉(𝑖) = 
1

𝑆
∫ 𝑃(s)(x)∙𝐧(x)

⬚

Γ(𝑖)

dx  với x∈Γ(𝑖). (9) 

Bước thứ hai, độ thấm có hiệu 𝐊𝑒𝑓𝑓 được ước tính thông qua các mô hình đồng nhất hóa 

trong cơ học vi mô cổ điển được biểu diễn qua biểu thức tổng quát sau đây:  

𝐊𝑒𝑓𝑓 = 𝑘𝐈 +∑𝜙𝑖(

𝑁

𝑖=1

𝐊(𝑖) − 𝑘𝐈) ∙ 𝐀(𝑖), (10) 

trong đó 𝜙𝑖 là tỷ diện của lỗ rỗng thứ “i”, 𝐀(𝑖) đại diện cho tensor định vị. Toàn bộ quá 

trình đồng nhất hóa nói trên được mô tả trên hình 2. 
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Hình 2. Quy trình đồng nhất hóa. 

Trong phạm vi nghiên cứu này, chúng ta sử dụng mô hình bão hòa (DD) và Mori-Tanaka 

(MT) để thực hiện quy trình đồng nhất hóa, chi tiết về các mô hình này có thể tìm thấy trong 

cuốn sách của Trần Bảo Việt và các cộng sự [22], tensor độ thấm có hiệu 𝐊𝐷𝐷 và 𝐊𝑀𝑇 có thể 

thu được thông qua hai công thức sau: 

𝐊𝐷𝐷 = 𝑘𝐈 +∑𝜙𝑖(

𝑁

𝑖=1

𝐊(𝑖) − 𝑘𝐈) ∙ 𝐀̃(𝑖) (11) 

và  

𝐊𝑀𝑇 = {𝜙0𝑘𝐈 +∑𝜙𝑖

𝑁

𝑖=1

𝐊(𝑖) ∙ 𝐀̃(𝑖)} ∙ {𝜙0𝐈 +∑𝜙𝑖

𝑁

𝑖=1

𝐀̃(𝑖)}

−1

. (12) 

Trong hai công thức nêu trên 𝐈 là tensor đơn vị bậc 2, 𝜙0 là tỷ diện của pha nền rắn, 𝐀̃(𝑖) là 

dạng đơn giản hóa của tensor định vị 𝐀(𝑖). Tensor định vị đơn giản hóa 𝐀̃(𝑖) được xác định các 

thành phần dựa vào mối liên hệ dưới đây: 

〈∇𝑝〉(𝑖) = −𝐀̃(𝑖) ∙ 𝐆 . (13) 

4. XÁC ĐỊNH NGHIỆM CỦA BÀI TOÁN PHỤ TRỢ MỘT HẠT 

Bài toán xác định độ thấm có hiệu bằng sơ đồ đồng nhất hóa trong cơ học vi mô cổ điển ở 

mục 3 được giải quyết hoàn toàn khi biết được độ thấm tương đương 𝐊(𝑖) và tensor định vị 𝐀̃(𝑖). 
Trong nghiên cứu này, chúng được xác định bằng cách giải bài toán phụ trợ một hạt (bài toán 

Darcy-Stokes kết hợp). Bài toán phụ trợ một hạt là bài toán tìm trường vật tốc và áp suất bên 

trong và bên ngoài một lỗ rỗng duy nhất Ω(𝑓) lấp đầy chất lỏng (gọi là hạt), đặt trong một miền 
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chất rắn vô hạn Ω∞ cho phép thấm đặc trưng bởi hệ số thấm không thứ nguyên 𝑘, chịu tác dụng 

của một trường gradient áp suất 𝐆 như mô tả chi tiết ở mục 2. Miền tiếp xúc giữa hai pha này 

được ký hiệu bởi Γ. Để tìm nghiệm của bài toán phụ trợ, ở đây nhóm nghiên cứu sử dụng 

phương pháp phần tử biên. 

Trường vận tốc và áp suất bên trong lỗ rỗng Ω(𝑓) được biểu diễn bằng hai phương trình 

tích phân biên như sau: 

ϵ(𝝃)u(𝑓) = −∫ 𝛕(𝑓)(x)∙𝐒(x,𝛏)

⬚

Γ

dl(x) − ∫ 𝐮(𝑓)(x)∙𝕴(x,𝛏)∙

⬚

Γ

n(x)dl(x), (14) 

ϵ(𝝃)p(𝑓) = ∫ 𝛕(𝑓)(x)∙f(x,𝛏)

⬚

Γ

dl(x) + ∫ 𝐮(𝑓)(x)∙𝚯(x,𝛏)∙

⬚

Γ

n(x)dl(x). (15) 

Trường vận tốc và áp suất trên miền Darcy Ω(𝑠) = Ω∞\Ω(𝑓) được tách thành hai phần bao 

gồm phần ở xa vô cùng và phần nhiễu dưới đây: 

𝑃(𝑠)(𝐱) = 𝑝∞(𝐱) + 𝑝(𝑠)(𝐱),   𝐔(𝑠)(𝐱) = 𝐮∞(𝐱) + 𝐮(𝑠)(𝐱)    ∀𝐱 ∈ Ω(𝑠), (16) 

trong đó  

𝑝∞(𝐱) = 𝐆 ∙ 𝐱,   𝐮∞(𝐱) = −𝑘𝐆. (17) 

Phần nhiễu của trường vận tốc và áp suất được biểu diễn bằng phương trình tích phân biên 

trên miền Darcy như sau: 

c(𝝃)p(s) = −∫ 𝑞(s)(x)𝑔(x,𝛏)

⬚

Γ

dl(x) + ∫ 𝑝(s)(x)ℎ(x,𝛏)

⬚

Γ

dl(x), (18) 

c(𝝃)𝐮(s) = 𝑘∫ 𝑞(s)(x)∇𝑔(x,𝛏)

⬚

Γ

dl(x) − 𝑘∫ 𝑝(s)(x)∇ℎ(x,𝛏)

⬚

Γ

dl(x). (19) 

Trong các phương trình tích phân biên nói trên ϵ và c là các hằng số có giá trị phụ thuộc 

vào vị trí của điểm nguồn 𝝃 cụ thể như sau: 

c(𝝃)/ϵ(𝝃) =

{
 

 

  

1 khi 𝝃 nằm trong Ω(𝑠)/Ω(𝑓),
1

2
 khi 𝝃 nằm trên miền tiếp xúc Γ

 0 khi 𝝃 nằm ngoài Ω(𝑠)/Ω(𝑓);

, (20) 

𝛕(𝑓), 𝐮(𝑓), 𝑞(s), 𝑝(s) là các giá trị trên biên của lực kéo, vận tốc, dòng và áp xuất tại điểm x 

trên đường tiếp xúc Γ; 𝐒, 𝕴, f, 𝚯, 𝑔, ℎ lần lượt là Stokeslet, tensor Green ứng suất bậc ba, vector 

áp suất tương ứng của Stokeslet, tensor áp suất bậc hai tương ứng của tensor Green ứng suất, 

nghiệm cơ bản của áp suất dòng. Biểu thức cụ thể của các hàm Green này được trình bày một 

cách chi tiết trong các cuốn sách của Pozrikidis [23] và Katsikadelis [24]. 

Thực hiện rời rạc hóa các phương trình tích phân biên kết hợp với các điều kiện tiếp xúc 

chúng ta giải được các giá trị trên biên nói trên. Thay ngược các giá trị trên biên tìm được vào 

phương trình tích phân biên để xác định trường vận tốc và áp suất tại bất cứ điểm nào trên miền 

tính toán xem xét. Để hiểu thêm về kỹ thuật của phương pháp phần tử biên người đọc có thể 

tham khảo tài liệu của Brebbia và Dominiguez [25].  
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5. ÁP DỤNG SỐ VÀ PHÂN TÍCH CÁC KẾT QUẢ 

Nhằm mục đích minh họa số các kết quả rút ra từ việc giải bài toán Darcy-Stokes kết hợp, 

trước tiên chúng ta tính toán nghiệm của bài toán phụ trợ một hạt với các thông số cụ thể như 

𝐴 = 0,3; 𝐵 = 20; 𝜆 = 2; 𝑘 = 10−6; Gradient áp suất 𝐆 = (1,0) áp vào miền tính toán ở xa vô 

cùng. Để kiểm chứng tính đúng đắn của nghiệm này cũng như độ tin cậy của phương pháp đề 

xuất nhóm nghiên cứu đã so sánh với các kết quả thu được bằng phương pháp phần tử hữu hạn 

trên nền tảng phần mềm Comsol Multiphysics, tuy nhiên phần mềm này không thể mô phỏng 

miền tính toán vô hạn như bài toán đặt ra, chính vì vậy miền tính toán được thiết lập trong phạm 

vi hữu hạn nhưng lớn hơn nhiều so với kích thước lỗ rỗng để được tạm coi là vô hạn, cụ thể 

trong nghiên cứu này kích thước của hình vuông bao quanh lỗ rỗng là 30 × 30 (m2) trong khi 

đó lỗ rỗng có 𝑅0 = 0,9772 m. Trong mô phỏng phần tử hữu hạn miền tính toán được rời rạc 

hóa thành 113576 phần tử với 56861 nút minh họa trên hình 3.  

 

 

Hình 3. Minh họa việc chia lưới toàn bộ miền tính toán (trái) và phần lỗ rỗng (phải) theo PP PTHH. 

Hình 4 là hình ảnh minh họa trường áp suất sau khi tính toán bằng Comsol Multiphysics 

hoàn tất. Trên hình 5 chúng ta biểu diễn sự biến thiên vận tốc 𝑢 = (𝑥, 0) và 𝑢 = (0, 𝑦) lần lượt 

tại các điểm nằm trên trục tọa độ 𝑥 và 𝑦 được tính toán bằng phương pháp đề xuất trong nghiên 

cứu (BEM) này đồng thời so sánh với kết quả tương ứng mô phỏng bằng phương pháp phần tử 

hữu hạn (FEM), chúng ta dễ dàng nhận thấy rằng hai kết quả này là khá trùng khít.  

 
Hình 4. Trường áp suất khi mô phỏng bằng PP PTHH. 
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Hình 5. Biến thiên vận tốc 𝑢 dọc theo trục tọa độ x (trái) và dọc theo trục toạ độ y (phải). 

Tiếp theo, để tìm hiểu về mức độ ảnh hưởng của bề mặt gồ ghề trong lỗ rỗng đến độ thấm 

có hiệu của mô hình vật liệu rỗng kép như mô tả trong nghiên cứu này, chúng ta minh họa trên 

hình 6 và 7 biểu đồ 3D thể hiện sự biến thiên của độ thấm có hiệu không thứ nguyên 𝑘𝑒𝑓𝑓theo 

độ rỗng 𝜙 và số lượng đỉnh gồ ghề 𝐵 cho các biên độ gồ ghề khác nhau 𝐴 = 0,1; 0,2; 0,3; 0,4, 

trong đó kết quả trên hình 6 được xác định bằng mô hình pha loãng (DD) còn hình 7 là kết quả 

đồng nhất hóa độ thấm bằng mô hình Mori-Tanaka (MT). Về cơ bản, chúng ta nhận thấy rằng 

đối với cả hai mô hình DD và MT thì độ thấm có hiệu tăng khi tỷ diện lỗ rỗng và số lượng đỉnh 

gồ ghề tăng, biên độ nhám càng lớn thì độ thấm có hiệu càng lớn. Để minh họa rõ hơn cho nhận 

định này, chúng ta biểu diễn trên hình 8, 9, 10 các lát cắt của biểu đồ 3D.  

 

Hình 6. Biến thiên độ thấm có hiệu theo số lượng đỉnh gồ ghề 𝐵 và tỷ diện lỗ rỗng vĩ mô 𝜙 sử 

dụng mô hình đồng nhất hóa pha loãng (DD). 



Tạp chí Khoa học Giao thông Vận tải, Tập 75, Số 5 (06/2024), 1831-1843 

1840 

 
Hình 7. Biến thiên độ thấm có hiệu theo số lượng đỉnh gồ ghề 𝐵 và tỷ diện lỗ rỗng vĩ mô 𝜙 sử dụng 

mô hình đồng nhất hóa Mori-Tanaka(MT). 

 
Hình 8. Biến thiên độ thấm có hiệu theo số lượng đỉnh gồ ghề 𝐵 thay đổi khi 𝜙 = 0,05. 
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Hình 9. Biến thiên độ thấm có hiệu theo theo tỷ diện lỗ rỗng khi số lượng đỉnh gồ ghề 𝐵 = 16. 

 
Hình 10. Biến thiên độ thấm có hiệu theo theo tỷ diện lỗ rỗng khi biên độ gồ ghề 𝐴 = 0,2. 
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6. KẾT LUẬN 

Trong nghiên cứu này chúng tôi đã sử dụng các kỹ thuật của phương pháp phần tử biên để 

mô phỏng trường nghiệm của bài toán phụ trợ một hạt – bài toán liên quan đến một lỗ rỗng lấp 

đầy chất lỏng đặt trong một miền chất rắn vô hạn cho phép thấm. Nghiệm của bài toán phụ trợ 

được sử dụng để tính toán độ thấm của hạt nhân tương đương. Môi trường rỗng kép ban đầu 

chứa các lỗ rỗng gồ ghề giờ đây được thay thế bằng các hạt nhân tương đương mà chúng ta đã 

tính toán được độ thấm của chúng. Cuối cùng độ thấm có hiệu của vật liệu xem xét được xác 

định bằng cách vận dụng các sơ đồ đồng nhất hóa cổ điển trong cơ học vi , cụ thể trong bài báo 

này là hai mô hình pha loãng và Mori-Tanaka. Bằng cách thay đổi các thông số đặc trưng cho 

bề mặt gồ ghề của lỗ rỗng, chúng tôi tiến hành xem xét và bình luận ứng xử của giá trị độ thấm 

có hiệu. Phương pháp đề xuất được kiểm nghiệm tính hiệu quả và chính xác bằng việc so sánh 

với phương pháp phần tử hữu hạn. 
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