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Abstract. Porous materials constitute an important class of natural or artificial materials in
many engineering branches and industrial sectors. In general, a porous multiphase medium
can be considered as a heterogeneous material. Note that, the representative volume element
(RVE) or representative area element (RAE) play an important role in the mechanics and
physics of random heterogeneous materials with a view to predicting their effective
properties. Therefore, the present work aims to apply the homogenization theory for
determining the minimum size of the RAE for a two-dimensional (2D) porous materials
consisting of an isotropic permeable solid matrix in which fluid-filled pores are embedded.
To achieve the objective, the microstructure of the RAE is randomly generated first with
identical elips. The Monte-Carlo method is proposed to determine the ensemble average of
the effective permeability of the porous media for many independent realizations on each
area size. The minimum size of the RAE will be derived from a required precision on the
average value and variance of the effective permeability.
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Tom tat. Vat liéu rdng 1a dang vat liéu ton tai & ca dang tu nhién va nhan tao, né giit vi tri
quan trong trong mot sé linh vuc ki thuat va cong nghiép. Vé co ban, méi trudng réng nhiéu
pha c6 thé duoc xem 1a mot vat liéu hdn don. Luu y rang phan tir thé tich dic trung (RVE)
hay phan tir dién tich ddc trung (RAE) déng vai trd dic biét quan trong trong co hoc va vat
Iy hoc vt liéu hdn don & goc do du bao tinh chét c6 hiéu caa ching. Vi vay, nghién cau nay
nham muc tiéu ap dung ly thuyét dong nhat héa dé xéac dinh kich thuoc nho nhét cia RAE
cho vat liéu rdng hai chiéu tao nén boi mot moi trudng chat nén dang huéng cho phép tham
chira dung trong n6 cac 15 rdng lap day nuGc. Dé dat duoc myc tiéu nay, cau tric vi mo cua
RAE duoc thiét 1ap boi viéc khoi tao ngau nhién trong 10ng né cac elip giéng nhau. Phuong
phap Monte-Carlo duoc dé xuét sir dung dé xac dinh gia tri trung binh d6 tham c6 hiéu cua
moi trudng rong ddi vai mot vai kich thude phan tir dai dién. Kich thude nho nhat cia RAE
duogc xay dung trén co so phan tich do chinh xac can thiét cua gia tri trung binh va sai sé ddi
véi dai lugng d6 thim c6 hiéu.

Tir khda: RVE, RAE, phan tir don vi dic trung, ¢ thim c6 hiéu, do rong kép, Monte-Carlo.

@2023 Truong Pai hoc Giao thdng Vdn tdi

1. PAT VAN PE

Bai toan xac dinh cac tinh chat co 1y ¢6 hiéu cua vat liéu khong déng nhat (vat lieu hon
don) ludn 1a chu dé trong yéu trong co hoc vat liéu nhiéu thanh phan. Trong dé, vat liéu rong la
mét dang trong sb vo van vat liéu hdn don nhiéu thanh phan. Xem xét mot cach cu thé hon, mot
moi trudng rong co thé duge xem nhu 1a mot vat liéu khong ddng nhat gdm mot pha nén ran
chtra céc 16 rdng, dic biét, khi do rdng trong vat liéu rdng c6 hai hodc nhiéu hon hai cap do 16
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rdng khac biét, thi vat liéu do duoc goi 1a co d6 rdng kép hoic vat lidu da cip d6 rdng. Trong
tu nhién, nhiéu vt liéu nhu da, da cat két, dat, xuwong hoic gd co thé duoc coi la vat lidu c6 do
rong kép tham chi la da cap do rong. Vi du, ¢ céc khdi da ran nut, cap do rong thir nhat bao
gom cac 15 rong nam giira c4c tinh thé va giira cac hat, trong khi d6 cac vét niit duoc xem 1a
thuoc cap do rong thir hai [1-3]. M6t vi du khéc trong linh vyc cong trinh dé la vat liéu dat,
trong do cap d6 rdng thtr nhat 1a cac 15 rdng nam trong ban than cac hat, cap do thir hai la 15
réng nam giira cac hat [4, 5]. Cu thé hon nira, trong bé tong thi khoang h¢ gitra cac hat cot lieu
nho dai dién cho cap do 16 rong thir nhét, 16 khi hay vét nat phét sinh trong giai doan ché tao
ciing nhu khai thac dai dién cho cip d 16 rdng thir hai.

Khi nghién ctru mot moi trudng vat liéu nhiéu thanh phan, tai mot vi tri cuc bo bat ky thi
né dugc xem 1a hdn don, tuy nhién véi mot mién (miu) tinh toan du 16n thi nd ¢ thé duoc coi
1a dong nhat. Mién tinh toan néi trén dugc goi tén 1a phan tir thé tich dai dién ky hiéu la RVE
(Representative Volume Element) trong khdng gian ba chiéu, d6i véi cac bai toan xem xét trong
khong gian hai chiéu phan tir nay thu gon lai thanh phan tir dién tich dai dién, ky hiéu 1a RAE
(Representative Area Element). Dé don gian, trong nghién ciu nay chidng ta théng nhat goi
chung 12 phan tir don vi dic trung. Tinh chét co, 1y c6 hiéu (hay con goi la trung binh) cua vat
liéu nhiéu thanh phan ban dau dugc xac dinh bang cach giai cac phwong trinh tng Xt dia phuong
két hop véi viéc ap cac diéu kién bién can thiét vao phan tir don vi dic trung. Van dé dit ra 1a
kich thuéc cia RVE phai da ham chira s6 lugng I6n cac thanh phan hdn don, tuy nhién kich
thudc ciia nd phai di nho dé duoc coi la phan tr ddc trung ctia méi trudng dang xem xét. Lién
quan dén van dé xac dinh kich thuéc cua RVE, chling ta c6 thé ké dén cac nghién cau caa Sab
[6], cua Gusev [7], cua Lachihab va Sab [8, 9]. Muc tiéu ctia nghién ctitu nay hudng dén viéc
st dung phuong phéap s6 dé phan tich, xac dinh kich thudc phan tir don vi dic trung (RAE)
ding trong bai toan tinh toan d6 tham cé hiéu hai chiéu cua vat liéu rdng kép, trong dé 16 rong
& cap do thi hai dugc mo hinh duéi dang elip phan bé ngau nhién trong mién tinh toan.

Bai bao duoc két cdu theo trinh tu nhu sau. O muyc 2, nhém nghién ctu gidi thiéu vé mo
hinh mé phong cho viéc tinh toan, thiét 1ap hé théng phuong trinh xac dinh d6 tham c6 hiéu
d6ng thoi voi cac phuong trinh co sé cua phuong phap Monte-Carlo ding dé xac dinh do tham
¢6 hiéu trung binh. Tiép dén, myc 3 danh dé phan tich va nhan xét mot sb két qua thu duoc tir
viéc tinh toan sb. Cudi ciing, mot sé két luan va kién nghi rat ra tir nghién cau hién tai duoc
trinh by ngin gon trong muc 4.

2. MO HINH BAI TOAN VA THIET LAP PHUONG TRINH

O day chung ta xem xét bai toan thAm qua méi truong vat liéu rdng kép trong khéng gian
hai chiéu. Cau tric vi mo cuaa vat liéu rdng kép trong thuc té rat phtc tap vi vay no thuong duoc
ly twong hoé bang cac mo hinh a0. M6 hinh phan tir don vi ddc trung RAE cho vat liéu rdng
kép trong nghién ctru nay duoc cau tao boi hé thong 16 rong hinh elip chira day chat long Stokes
phan b ngau nhién trong moi truong chat ran cho phép tham tuan theo dinh luat Darcy c6 dang
hinh vuéng kich thudc L. Luu y rang, cap do 15 rdng thir nhat ton tai trong moi truong chat nén
Darcy va cip do 15 rdng thir hai chinh I cac hat nhan elip. Hinh v& minh hoa cho phan tir don
vi dic trung nay duoc thé hién trén hinh 1.

Ching ta d& xuat ky hiéu Q 12 mién tinh toan (dang hinh vuéng) phan tir don vi dic trung
RAE cua vit lidu rong néi dén & trén. Chi tiét hon nira, Q®va Q@ (i = 1,2, -+, N) la cac mién
con dai dién cho chit ran Darcy va 15 rdng thi-i. Mit tiép xdc gitra pha ran Q© va pha long
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thir-i QO duoc goi tén la IO, Khi xem xét & cap do vi mo, dong chay chat long luu chuyén qua
mién chat ran dugc md ta theo phuong trinh Darcy, cu thé nhu sau:

%9

Hinh 1. M6 hinh phan tir don vi dic trung (RAE) cua méi truong rong kép.
k
u®X)=-px), xe0®, (1)
Yz

trong d6 u® (x) va p® (x) lan luot 1a trudong van tde va truong ap suit cua dong chét long
chay trong mién Darcy Q©; k la ky hiéu cua do thim trong mién Darcy va p dai dién cho do
nhét dong luc caa chat long.

Bén canh d6 dong chay chit long bén trong 16 rong 2® dugc coi nhu tudn theo hé phuong
trinh Stokes dudi day:
p P @=vpO(0), xea® (2)
va
vV-u®@(x), xeq®, (3)
& day u®(x) va p®@(x) 1an luot 12 ky hiéu cho dai lwong vén téc va ap suat cua dong chay
chat long trong 16 rdng @,

Tai mit tiép xdc gitra chat 1ong va chat ran, tredng van toc va ap suat caa hai pha duoc lién
hé vi nhau thong qua diéu kién Beavers—Joseph—Saffman, hé phuong trinh biéu dién diéu kién
tiép xtic nay ban dau duoc dé xuat boi Beavers va Joseph [10], sau d6 dugc didu chinh bai
Saffman [11], cu thé mo ta nhu sau:

u®(x) n(x)=u® (x)n(x) véi xeI' D, 4
[u® (x)-u® ()] -t(x)=- %E [6® (x)-n(x)]t(x) v&i xel D, (5)
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PO®pO®=n(x) - [Vu®©+7"0" ®)] n(x) vi xer®. (6)

Trong cic phuong trinh trén, n(x) & vector phap tuyén voi duong tiép xac 'Y, huéng ra
ngoai mién Stokes; 6 (x) 1 tensor wng sut Cauchy ton tai trong mién chit long Stokes; A 1a
hé s6 truot ban kinh nghiém khdng thir nguyén, c6 gia tri trong khoang tir 0 dén 5; t(x) la véc
to tiép tuyén voi duong tiép xic I'®.

O cip d6 vi md, do thdm cd hiéu cua vat lidu réng duge xac dinh boi cong thic suy ra tir
dinh luat Darcy nhu sau:

uu
Keff:__ 7
7P (7)

véi khai trién cu thé dudi day
f_ [k 0
K™= [ 0 kel ®

Trong d6 K® 13 tensor do tham c6 hiéu caa vat liéu rong dang xem xét; U va VP la van
toc va gradient ap suat vi mo, hai dai lwong nay duogc xac dinh théng qua biéu thirc sau:

U= % f [u® (x)-v(x)]xdx (9)
0
va
1
VP = 3 jp(s)(x)-v(x) dx, (10)
20

v6i 9 1a bién ngoai cua Q, v(x) dai dién cho vector phéap tuyén huéng ra ngoai bién 4,
con S la dién tich cua Q.

Viéc xac dinh cac gié tri tich phan trong biéu thirc (7) doi hoi truong nghiém cua van toc
u® (x) va ap suat p® (x) trén bién 9. D& tim duoc céc truong nghiém nay ching ta sir dung
phuong phap phan ta bién (BEM) dé giai quyet bai toan ¢ Cap do vi mo, quy trinh cu thé cua
phuong phap s6 nay duoc trinh bay rat chi tiét trong mot vai quyén sach cia cac tac gia nhu
Pozrikidis [12, 13], nhu Brebbia va Dominiguez [14], va nhu Katsikadelis [15].

Tiép theo, goi ¢ 1a gié tri ty I& vé thanh phan dién tich (ty dién) cua 15 rdng trong mau
RAE, tuc la:

S b’ an

trong d6 a, b 1a kich thudc hai ban truc caa hinh elip md ta 16 rong, w 1 ty Ié giira ching.
Chung ta biét rang &g véi mot gia tri ¢ nhat dinh néu ta ting s6 lugng 16 rdng N ddng nghia
V6i viée kich thude caa phan tir don vi dic trung RAE tang 1én, hay noi cach khac 1a kich thuéc
ciia RAE ty I thuan véi sé luong 16 réng N. Vi vay bai toan xac dinh kich thuéc ciia RAE ciing
chinh 13 bai toan xac dinh s6 lugng N. Gia tri N phai nho dé mang tinh dac trung cho moi trudng
vat liéu hdn don, nhung né ciing phai du 16n dé céc tinh chat ¢ hiéu caa vt liéu co do tin cay
nhét dinh, ddy chinh 1a muc tiéu co ban cua nghién ctu nay.
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V6i mot gid tri N nhat dinh, twong duong véi mot kich thuéc RAE nhét dinh, thuc hién M
lan khai tao ciu tric vi mo nhu mé ta & hinh 1, ching ta s& xac dinh duoc M gié tri d6 thim c6
hiéu twong tng (kS kST, . k). Gid tri trung binh cua do tham c6 hiéu theo phuong phap
Monte-Carlo dugc xac d;nh theo cong thirc sau:

kTMff (keff eff+ _l_keff (12)

ddng thoi phuong sai duoc xac dlnh bai biéu thic

1\2/1 — — 12(keff keff)Z (13)
Sai sb tuyét ddi, sai s trong ddi lan luot duge xac dinh nhu sau:
oM
€abs = 1’96\/_M (14)
va
€re; = 1,96 — keff\/_ (15)

Véi s 1an khoi tao cau trac vi md M du 16n, xé&c suat dé do thAm co hiéu tong thé nam
trong khoang gia tri [kglT — €k kST + €k | 12 95%.

3. AP DUNG SO VA PHAN TICH KET QUA

Muc nay danh dé phén tich méi lién hé qua lai gitra ba tham s6: D thim c6 hiéu k£, kich
thudc hay sé lwong 15 réng phan bd ngau nhién N va sé lan khoi tao M cau tric vi md RAE.
Pé thuan lgi cho viéc phan tich, trong bai toan 4p dung sé nay ching ta lwa chon mot sé théng
s6 va diéu kién dau vao nhu sau: Ty dién ¢ = 0,2; S6 luong 156 rdng phan bé ngau nhién trong
mau RAE lay céc gia tri N = 20,40, 60,80, 100. Biéu kién 4p vao bién aQ caa phan ti don vi
dic trung RAE 12 dai lugng &p suat biéu dién nhu sau:

pPO(x) = —G%-x, x€0Q, (16)

trong d6 G° = (1,0) la gradient 4p suat khong d6i cd tac dung phat sinh dong chay luu
chuyén qua mau RAE. Vi mdi lan khoi tao ngau nhién vi cu tric, bai toan duoc giai sé bang
phuong phap phan tir bién thu dugc gia tri o tham c6 hiéu twong ung. Viéc lam nay duoc lap
di 1ap lai dén khi sai s6 tuong dbi gitra gia tri mai sinh ra véi gid tri trung binh cua céc lan trudc
d6 nho hon 1%. Luu y rang trong vi du nay vai ty dién ¢ = 0,2 khong d6i ching ta xem xét
mét vai truong hop hinh dang elip caa 156 réng bién doi, dac trung boi ty Ié hai ban truc w =
0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 1,0. Mic du ty ¢ hai ban truc thay ddi nhung dién tich caa mdi 15 rdng
khong d6i dam bao viéc giit nguyén sb luong 16 rdng N trong RAE va ty dién bé mat ¢ ludn
khéng ddi trong mdi 1an khaoi tao cu tric vi md caa vat lidu.
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Hinh tir 2 dén hinh 6 12 biéu din gia tri trung binh ciia 6 thdm c6 hieu k& va phuong sai
ctia né sau N lan gieo ngau nhién vi tri 16 rong dé tao nén cau trdc vi md cia RAE, trong d6
moi hinh twong tng v&i mot gid tri w khac nhau. Chung ta dé dang nhan thay rang gié tri do
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thim c6 hiéu cd tinh 6n dinh, ddng thoi phuong sai nho dan khi s lwong 16 rdng tang 1én, diéu
nay ching to rang véi sb lugng 16 rong trong RAE du 1on thi gia tri do tham c6 hiéu twong Gng
v6i mdi 1an khai tao cau trdc cang hoi tu va phuong sai cang nho, nhan dinh nay tao co s cho
viéc lua chon kich thuéc RAE mot cach phu hop.
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Pé dé dang so sanh, bién thién d6 tham c6 hiéu trung binh keff va phuong sai tuong tng

theo sy thay doi cua s6 lwong 16 rong N di véi tat ca cac truong hop ty 1& ban truc w duoc
cling bicu dién trong hinh 7. Qua do ching ta d& dang nhan thiy ring vé co ban ddi véi mau
RAE ma I rdng hinh elip c6 ty I¢ ban truc nho thi do tham s& 1on hon so Véi truong hop ty 1€
ban truc 16n. Truong hop béan truc w = 0,8 va 1 thi gia tri do thim c6 hiéu trung binh c6 d6 6n
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dinh nhat dinh va xap xi bang nhau. Nhu vy c6 thé nhan dinh rang hinh dang 16 rong cang bat
dang hudng cang lam cho vat li¢u rong tang kha nang tham.

100 | | T
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Hinh 8. S6 lan khai tao cau tric vi md can thiét ddi vai sb lugng 16 rdng nhat dinh trong RAE.
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Hinh 9. S6 1an khai tao cau tric vi md can thiét ddi vai sb luong 16 rdng nhit dinh trong RAE.
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H|nh 8va 9 déu bleu dién m0| quan hé gitra s6 1an (M) khai tao ngau nhién ciu tric vi md
va sé luong (N) 16 rdng cua mau RAE dbi vai cac truong hop ty 1€ ban tryc khac nhau da noi
& trén. Chdng ta nhan thay rang khi s6 luong 15 rong trong RAE I6n, hay noi cach khéc la kich
thugc RAE 16n, thi sb 1an khoi tao ngau nhién CAu trdc vi md giam di. Tac la v6i kich thudc
RAE du 16n thi ¢6 thé dai dién duoc cho cau trdc vi md caa mo hinh vat liéu réng dang xem
Xét trong nghién ctru ndy. Dua vao hinh 9 chiing ta d& dang nhan thay rang véi sé luong 16 rong
nhét dinh, khi hinh dang elip c6 d6 bat dang hudng 16n (tc 14 w cang nho) thi can nhiéu lan
khoi tao cdu trac vi mé RAE hon méi da dé tim duoc gi tri do tham c6 hiéu trung binh hoi tu.
Nhu vay kich thudéc RAE phu thudc rat 16n vao hinh dang bat dang hudng cua céc 16 rdng chia
trong nd. Pay chinh 13 co s& dé lya chon kich thuéc RAE thich hop dem lai két qua do thim co
hiéu trung binh chinh xac ma sé lugt phai tinh toan giam di.

4. KET LUAN

Bai bao nay gigi thiéu phuong phap mo phong dé xac dinh kich thudc phi hop caa phan
tr don vi ddc trung RAE trong bai toan xac dinh d6 thim cd hiéu caa md hinh vat liéu rdng
kép. Trong d6 mé hinh vat liéu rdng kép dugc cu tric bai vat liéu nén cho phép tham (dai dién
cho cip do thdm tht nhat) chira dung trong n6 1a cac 15 rdng dang elip (dai dién cho cap do
tham thtr hai). Cau truc nay dugc khdi tao ngéu nhién va d6 tham c6 hiéu tuong g dugc xac
dinh bang 161 giai s6 dua trén phuong phap phan tir bién. Gia tri trung binh cta d6 thim c6 hiéu
sau mot s6 lan khoi tao doc 1ap cau tric vi md ¢ng véi kich thugc RAE nhat dinh dugc xac dinh
bang c4ch tng dung phuong phap Monte-Carlo. Két qua nghién ciru ciia bai bao 1a co s¢ dé xéac
dinh kich thuéc RAE phu hop cho céc bai toan dong nhat hoa. Kich thuéc phi hop ¢ day phai
dugc hiéu 1a kich thude da nho dé dam bao su dai dién dic trung cho vat liéu nhung ciing phai
du 16n @& dam bao cac gia tri ¢d hiéu c6 do chinh xac cao, dong thoi s6 1an khai tao cau tric vi
mo phai 1a it nhat dé giam thiéu khéi luong tinh toan. Tuy vao bai toan ddng nhét hoé cy thé
ma ngudi nghién ctu ¢ thé dé xuat mot kich thugc RAE phi hop dua trén nhitng phan tich
néu trén.
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