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Abstract. Fiber-reinforced concrete is a material with many advantages due to the enhanced
tensile strength from the action of dispersed fiber reinforcement. However, modeling that
material still poses many challenges. The paper aims to establish a theoretical basis for the
damage model of fiber-reinforced concrete materials, considering concurrent actions of
fractures within the bulk material and interfacial debonding between the matrix and fibers.
The model is constructed based on the thermodynamics approach, utilizing the regularization
technique within the framework of the Phase-Field method. Specifically, the damage within
the bulk material and the interfacial region is described by two independent phase fields and
an auxiliary displacement field. Building upon the general theoretical framework, a detailed
solution for the one-dimensional multiphase problem is established. Comparative examples
between analytical and numerical results under various conditions demonstrate the accuracy
of the proposed model, as well as the challenges involved in effectively applying it to more
complex problems.
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Tom tit. Bé tdng cot soi phan tan 1a vat liéu nhiéu wu diém do tang cuong kha nang chiu kéo
nho su 1am viéc cua cbt soi phan tan. Tuy nhién viéc md hinh héa vat liéu nay van con nhiéu
kho khan. Bai bao nham muc dich thiét 1ap co so Iy thuyét cho mé hinh hu hai caa vat liu
bé téng cbt soi co tinh dén sy 1am viéc ddng thoi caa hu hai ron tai mién vat liéu nén va hu
hai tya ron tai mat tiép xdc gitra pha nén va cbt liéu. M6 hinh dugc xay dung duya trén co s&
tiép can nang luong, Chuan hoa truong ky di theo kiéu ctia phuong ‘phap Truong pha. Trong
d6, hu hai tai vat liéu nén va mit tiép xac duoc mo ta boi hai bién truong pha doc 1ap va
truong chuyén vi bo sung. Trén co so Iy thuyét tong quét, loi giai chi tiét cho bai toan nhiéu
pha mot chiéu duoc thiét 1ap. Cac vi du so sanh giira két qua giai tich va két qua sé cho mot
s6 diéu kién khac nhau dugc thyc hién ching to tinh chinh xac ciia mé hinh ciing nhu cac
véan dé can thuc hién dé &p dung hiéu qua trong cac bai toan phirc tap hon.

Tir khéa: bé tong cét soi, trudong pha, nhiét dong hoc, phan tir hitu han, pha hay dinh bam.
@ 2023 Truong Pai hoc Giao théng van tai

1. PAT VAN PE

Hién nay, bé tong Ia loai vat liéu duoc st dung rong réi trén toan thé gisi do ¢ nhiéu wu
diém nhu kha ning chiu nén cao, do bén Ién, gia thanh ré. Mic di duoc st dung tir thé ky 19
nhung dén nay loai vat liéu nay van khong ngimg duoc nghién ciru va phat trién dé tao ra cac
loai bé tong co tinh ning cao nham dam bao cho cac cong trinh xay dung vira co d6 bén Ion
vira c6 tinh tham m§ cao. O cép d6 vat liéu (mesoscale), bé tong duoc coi 12 vat lidu 6 tinh bat
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dong nhat cao duoc tao thanh tur nhiéu pha vat liéu khac nhau nhu hat cét liéu 16n, hat cét liéu
nho, 16 rdng, vira xi mang, mién tlep xUc gitra cac pha vat liéu (interfacial transition zone — ITZ)
... Trong d6, mién tiép xtc co chiéu day nhoé (40-70 pm) duoc coi la pha yéu nhét trong bé tong
do c6 do rdng cao. Cac hu hai (vét ntt) trong bé tong thuong hinh thanh va phat trién tur mién
tiép x(c nay. Tuy nhién, phan I6n cac nghién ctwu, dac bigt cac nghién ctru cong bd bang tiéng
Viét, c6 xu huéng bo qua mién tiép xtc nay véi viéc coi dinh bam gitra nén xi mang va cot liéu
la dinh bam tuyét di. Vai tro cua mién tiép xtc nay dic biét quan trong dbi véi bé tong cot soi
thép phan tan. Pay 1a loai vat liéu trong d6 cac soi thép duoc b tri phan tan trong bé téng. Loai
vat lidu ndy c6 mot sé wu diém hon so vai vat liéu bé tong truyén théng nhu: c6 kha ning chiu
luc cao, ¢6 kha nang chiu va cham, va dap tot. Déi véi bé tong cét soi thép, khi vét nut gap soi,
lyc van truyén dugc trong bé tong thong qua cac soi (luc bic cau — bridging force). Khi tiép tuc
giatai, o thoi d1em dau soi khong bi pha hoai ngan can vét nit mé rong va phat trién. Kha niang
chiu lyc cuia mau khéng giam xudng (soi gitx vai tro chinh trong vi¢c chiu tdi ¢ thoi diém nay).
Tlep tuc tang tai, 6 ba dang phat trién pha hoai c6 thé xay ra tlly thudc vao loai soi va mién
tiép xuc giira soi véi bé tong: (1) soi tudt ra khoi bé tong (pull-out mode), vét niit phét trién va
mé rong; (i) soi bi kéo dat, vét nit tiép tuc phat trién va ma rong: (iii) soi khdng bi pha hoai,
vét nut tiép tuc phét trién nhung khéng ma rong. Qua trinh lan truyén vét nit trong bé téng cot
soi tiép tuc dién ra dén khi mau vat liéu & trang thai bdo hoa vét nat. Cudi ciing mét hoidc nhiéu
vét nuat Ion xuat hién 1am phé hoai mau.

C6 thé n6i, kha ning dinh bam (hodc tong quat hon 13 (g X tai mat tiép xic khdng hoan
hao) giira c6t soi va vat lidu nén s& quyét dinh tich chat caa dang vat liéu nay. Tuy nhién viéc
nghién ctru co ché anh huéng nay van 1a mét thach thiee khong nho, cho di bé téng cbt soi thép
phan tan da co lich sir nghién ctiu phét trién ciing nhu 4p dung dung dai tra tir mot nira thé ky
cho t&i nay [1]. Nhitng kho khan t6i tir viéc xac dinh cac tng xir cuc bo ddi véi cac cong viéc
thuc nghiém, trong khi nghién ctu Iy thuyét thuan tdy khong phl hgp véi mé hinh hén don
phan tan caa vat liéu. M6 hinh sé 12 mot cach tiép can phd hop vai chu dé nay. Tuy vay viéc
xay dung mo hinh s6 hu hai tinh dén dy tuong tac gitra c6t soi va vat liéu nén 1a chu dé tuong
d6i phuc tap. Mot s6 cong bd gan day nhat vé chu dé nay ciing chwa thuc su thuyét phuc dé giai
quyét van dé néu ra [2,3].

Pugc phat trién trong khoang muoi nam tro lai day, phuong phap Truong pha noi 1én nhu
mot trong nhitng phuong phap t6t nhat dé md phong hu hai ciia moi truong vat liéu c6 do bat
dong nhat cao. Noi dung co ban nhat cua phuong phap nay 1a biéu dién cac diém hodc mat ky
di bang cac truong lién tuc (6 thé coi 1a cac truong 4o hoic goi 1a truong pha) trén toan mién
va xay dung céc luat ang xt c6 tinh dén sy xuat hién cua cac truong lién tuc nay [4]. Bé tinh
dén anh huong cua cac vét nat gay ra boi cac mat tiép xtic khong hoan hao trong khuon kho
cua phuong phéap Truong pha, trinh tu cong viéc co thé duoc tién hanh nhu sau: (i) — dinh vi vi
tri cua mat tiép xtc dua trén ham level set; (i) chuan hoa cac ky di gay ra boi luat ang xu khdng
hoan hao tai cac mat tiép xuc; (iii) xay dung luat tng xir twong tng va kém theo 1a cac phép
giai roi rac héa. Ky thuat nay duoc phét trién boi mot sé cong b bat dau tir két qua cua De
Borst va cong su nam 2013 [5,6]. Trong phuong phap nay, cac tac gia dé xuat mot truong bién
dang thay the cho budc nhay hu hai tai mat tiép xdc, tir d6 cho phép xay dung quy luét ung xur
trén toan mién, kém theo d6 1a k¥ thuat roi rac hoa theo phuong phéap phan tir hitu han. Nhuoc
diém cua phuong phap nay la gia tang thoi lugng tinh toan do co truong chuyén vi bé sung, su
giao dong cua ung XUat va  khong cho phép tinh dén viéc phat trién Vet nut gay ra bai pha huy
dinh bam trong mién vat rén. Nguyen va cong su nam 2016 [7] dé xuat mot phuwong phap thay
thé truong chuyén vi bd sung bang ham level set dé dinh nghia budc nhay. Phuong phap nay
duoc &p dung dé xem xét hu hai ciia vat lidu da tinh thé [8]. Tuy vy su anh hudng 16n caa tham
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s6 mo hinh téi két qua dan dén phuong phap nay khong dat dwoc do tin cay nhu phuong phap
ctia nhém De Borst. Bong thoi voi cac hudng nghién ctu trén, Wu nam 2017 [9] xay dung mot
phuong phap Truong pha cho vt liéu tya ron cho phép tinh dén hu hai dinh bam trén toan mién.
Tuy vay dé danh gia anh huong phé hay tua ron tai mat tiép xdc trén pha nen_ cua vat liéu pha
hity ron thi phuong phap cia nhom De Borst va cong sy don gian va giam thiéu tinh toan hon.

Trong khuén kho chu dé vé danh gia hu hai caa vat liéu bé téng cét soi thép phan tan,
ching tdi xem xét xay dyng cong cu s6 phan tir hitu han dua trén mo hinh Truong pha két hop
vé6i pha hay tua ron tai mat tiép xac theo luat pha huy ving dinh bam. Dya trén cac phan tich &
trén, mo hinh dé xuat bai Borst va cong sy nam 2013 [5] duoc wu tién dé phat trién. Do su nhay
cam ciia cac tham s6 md hinh t6i két qua phat trién cac cach thire hu hai tai ving xung quanh
soi, Viéc can trong d4nh gia ciing nhu tham chiéu voi céc két qua giai tich 1a vo cling quan trong.
Do d6, trong bai bao nay, ching toi xem xét thiét Iap mo hinh phuong phap Truong pha két hop
v6i md hinh mit tiép xuc ving dinh (cohesive zone model). Mot s6 két qua ly thuyét tinh dén
su 1am viéc dong thoi cua hai co ché hu hai tai mién vat ran va hu hai tai mat tiép xdc s& duoc
thiét 1ap lai mot cach ki ludng nham huéng téi nhu cau caa cac doc gia chinh cua tap chi. Phan
quan trong hon 1a chiing t6i s& xay dung cac 1oi giai chi tiét trong bai toan mot chiéu, cai cho
phép chung ta dat dugc cac nghiém giai tich chinh xac. Thong qua do, ban chat vat ly cua cac
dai luong s& duoc lam 3, dong thoi anh hudng caa mot s6 thdng sé quan trong cua mé hinh sé
dugc khao séat. Két qua dat duoc s& cho phép khang dinh su chinh xé&c caa md hinh Iy thuyét va
1a co s& quan trong dé phat trién cac bai toan véi cau trdc vat lidu phic tap hon.

2. COSOLY THUYET
2.1 Ky thuit chuan hoa cac bién roi rac

Trong céac bai toan co hoc ran nat ndi chung, vét nit hodc cac diém/duong hu hai thudng
duoc xem nhu 14 cac viing vat chat ky di noi c6 trudng tng suat hodc/va chuyén vi khong lién
tuc. Dudi goc do tiép can nhiét dong hoc, viéc lién tuc hoa cac vung ky di 1a mot ki thuat quan
trong trong tién trinh giai quyét bai toan thong qua cac phuong phép rdi rac héa. Ky thuat nay
cang ngay cang phat huy hiéu qua trong viéc mé ta cac bai toan hy hai phic tap ké ca xem xét
dudi goc do hu hai cuc bo hoidc 13 bai toan dong nhat. Noi dung chinh 1a thay thé mat roi rac
bang mat truong lién tuc, hoic goi 1a truong 40. Co sd todn hoc co ban cia phwong phép nay
dwa trén dinh nghia ham phan b6 xap xi Dirac véi dinh nghia trong truong hop mét chiéu boi
cong thuc

6(x) = %exp <— %), f_oo 6(x)dx = 1. Q)

Trong d6 4 1a tham s ti 1& chiéu dai, liy gia tri duong, va lién quan dén do rong cua mién
lién tyc thay the cho cac mat ky di. Trén co so cua ham Dirac, dé thiet 1ap bai toan cho khong
gian nhiéu chiéu, can thiét lap lai phuong trinh (1) dudi dang loi giai cua hé phuong trinh vi
phén bac cao théng qua mot bién vo huéng d(x) € [0,1], vai x la toa do diem vat chat

d(x) — £?4d(x) = 0 )
d(x) =1 () ()
Vd(x)'n =0 (00).

V6i 0,1, 002,n 1an luot ky higu 1a mién lién tuc thay thé, mat ky di, bién cia mién lién tuc
thay thé, va véc to phap tai bién. Ham mat d6 &§(d) lién hiép vai truong d(x) co6 thé duogc tinh
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theo cong thirc sau va van dam bao tinh chét tai (1) véi tich phan trén toan mién dat gia tri don
Vi
1 (d?
5(d,Vd) =5 (% +€(vd.vd)). 3)

Chu y ring c6 nhiéu k§ thuat khac nhau dé xay dung hé phuong trinh vi phan bic cao va
ham mat do Dirac, tuy nhién trong khudng khé bai béo nay ching tdi sir dung dang mé ta phd
bién nhu da thé hién tai (2, 3). Chi tiét hon, doc gia co thé tham khao mat sé tai liéu tong quan
vé phuong phap Truong pha [10].

2.2 Phwong phap Trwong pha
Xét mot méi trudng c6 phat trién nat, ky hiéu 2 < R?, véi D = 1,2,3 14 sb chiéu khong

gian va 242 & bién cua mién xem xét. Coi I' ¢ kich thuc D — 1 thé hién hu hai bén trong mién
0 (Hinh 1). Ap dung k¥ thuat chuan hoéa tai muc trén, tong thé nang cua méi truong dugce dinh

nghia nhu sau:
<
Q

]
-
=
B=]
=
—
QD
-

002,

u=u

Hinh 1. Minh hoa bai toan.
o = Y (w)dn + fgc dr= f Y (u,d)dn + f 9:6(d,Vd) dn
r ) 0]

o/r

4)
= f gy (Wdn + f 9.8(d, vd) dn.

Trong d6 ¥ (u)la ham mat do nang luong dan hoi, g, 1a nang luong pha huy téi han cua
mién vat ran, u 1a trudng chuyén vi, g(d) 1a ham suy thodi cho phep tinh dén anh huong twong
tac cua hu hai toi pha nén. C6 nhiéu ky thuat dé xay dung ham suy thodi, trong bai bao nay
ching toi Iay dang phé bién va don gian nhat 13 ham suy thoai bac 2g(d) =1 —-d)?+k,véi
k 1a tham s6 dam bao dleu kién hoi tu khi sir dung tinh toan sd, vai cac phat trién giai tich tiép
theo, ta bo qua tham sé nay. Trong phuong phap Truong pha, vét nut I' dugc thay thé bai truong
v6 huéng d(x) € [0,1], tai vi tri c6 vét nit ' thi d = 1 va cang ra xa vi tri c6 vét nat thi d s&
tién vé gia tri bang 0.

Pé giai bai toan dugc dinh nghia boi (4) va diéu kién bién tai Hinh 1, &p dung nguyén ly
tiéu hao nang luong t6i da va cuc tiéu ning, ta thu dugc cap phuong trinh cho phep xac dinh
truong chuyén vi u(x) va truong pha d(x) bén trong vat rin 2:

Phuong trinh xac dinh truong pha:
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2(1— d)gf——(d °Ad) =0 )

d(x) =1 ) )
Vd(x)rn =0 (0n).

Phuong trinh x4c dinh trudng chuyén vi:
V-o(u,d) =0 )
u(x) =u (042,) (6)
oc-n=F (00g).

Trong phuong trinh Error! Reference source not found., #A4t) la ham lich sir mat d6
nang luong bién dang. Ham so6 nay dugc sir dung dé miéu ta su phu thuoc cua bién truong pha
vao lich str gia tai va vao qua trinh tang — giam tai trong. Ham so6 nay duoc viét dudi dang sau:

H(x, t) = gg[%fct]{w* (x,0)}. @)

Trong d6 dau (+) thé hién rang hu hai chi gay ra bsi phan bién dang kéo. Cung vai ky thuat
vé xay dung ham phan phéi lién tuc, ham suy thoai g(d), k¥ thuat phan tach bién dang la cac
ky thuat tinh todn co ban cua phuong phap Truong pha trong nén tang cua giai quyet bai toan
phuong trinh vi phan kém diéu kién bién dua trén viéc roi rac hoa cau tric theo kiéu phan tir
hiru han.

2.3 Chuén hoéa md hinh vung dinh bam tai mat tiép xac

Khéc biét Ion nhat gitta md hinh pha huy dinh bAm va mé hinh pha hay ron & diém 1a véi
pha huy dinh bam, nang luong pha huy thay d6i ti 1& véi su phat trién caa budc nhay chuyén vi
tai mat pha huy. Diéu d6 cho phép pha huy dinh bam mo ta kha tt tng xtr vat liéu trong mot
s6 truong hop. Tich hop md hinh viing dinh bam c¢6 dién kiéu Barenblatt trong nén tiép can co
hoc phé hily dan hoi tuyén tinh ciing nhu phuong phap Trudng pha di dugc thuc hién boi mot
s6 nhém nghién ctu nhu gidi thigu tai Muc 1. Trong s6 d6, mé hinh thiét 1ap boi Verhoosel and
de Borst (2013) [5] dong vai tro quan trong va chung to hiéu qua trong mot 50 nghién cau rat
gan day. Trong md hinh nay, ning luong phé hity duoc dinh nghia nhu 14 t6n that tao ra mot
don vi bé mat pha hay, phu thudc vao buéc nhay chuyén vi tai mat pha hay [u] va lich st tai
trong k

G = G([u], x), (8)
va lyc kéo tai mat tiép xic duoc dinh nghia nhu dao ham ciia budc nhay chuyén vi
9G ([u], k)
= 7 = ) 9
oMl t = t([u], k) ©

Dé ¢6 the lién tuc hoa dugc md hinh nut tai (8, 9), chiing ta dé xuat mot truong chuyen vi
lién tuc/ao dé thay thé cho budc nhay [u], ky hiéu la v

) ~ | v05pdx, (10
Trong do B la bién truong pha tuong tu bién d dugc dinh nghia tai Muc 2.1, nhung ap dung
cho mit tiép xtc khong hoan hao ky hiéu bai I'#, x. € I'?, trong khi ham mat d¢ 8z lién hiép
v6i bién B duge dinh nghia tai (3) khi thay d bing B. x,, 14 d9 16n theo phuong phap tuyén

tai diém X. Cua véc to X — X, X, = = (x —x.) n(x,). Pé dam bao diéu kién chuyén vj l1a
khong ddi doc theo phuong phap tuyén ciia mat tiép xdc, ta c6
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ov(xc) _
0x,

S v = () - [Ul(xo) ~ f V(x)8pdiy, = v(x,). (11)

2.4 M6 hinh trwong pha cho #wng x& phé hiy dinh bam

Chlng ta quay tré lai bai toan chinh cua bai bao khi xem xét mot moi truong gdom nhiéu
pha thanh phan ky hiéu 2 € R?, véi D = 1,2, 3 1a s6 chiéu khdng gian va a2 1a bién caa moi
truong xem xét. Cac pha vat liéu c6 tng xir dan hoi tuyén tinh dic trung boi do ciang C(x) va
pha huy ron déc trung boi nang lugng pha huy g, (x), phu thude vao vi tri khong gian. Cac bién
hu hai caa vat liéu ky hiéu nhu tai Muc 2.2 gdm bién trudong pha d, va ham phan bé 6(d, Vd).
Mt tiép xUc gitra cac pha vat liéu dugc xem nhu khong hoan hao, tuan theo luat tng xir viing
dinh bam dugc mo ta tai phuong trinh (8, 9), dugc dac trung boi bién treong pha £, ham mat
d0 63(B, V) va truong chuyeén vi hd trg v(x). Hé dugc dat dudi diéu kién bién kiéu Dirichlet
nhu mo ta tai Hinh 1. M6 rong phuong trinh nang luong tai (4), ta co

= fg(d)l/) (u)d.(2+fgc6(d, vd) dn+f G([ul, x) dr
0 0 rf v (12)

v 9
- fn(g(d)l/)(u,v) + 9:8(d, Vd) + G(w, K)54(B, V) + aé - E) 40

Trong c6ng thuc (12), hé sé a duoc bd sung nham can bang véi diéu kién chuyén vi hd tro
v(x) khong doi doc theo phuwong phap tuyén cta mat tiep xuc.

Ap dung ky thuat bién phan, ciing nhu nguyén 1y tiéu hao nang luong ti da va cuc tiéu
nang luong cho phuong trinh (12), ta thu du’oc cap phuong trinh cho phép xac dinh truong
chuyén vi u, v va truong pha d(x) trong mién £2:

Phuong trinh xac dinh truong pha:

21— d)#— —(d PAd)=0 ()

d(x) = 1 %) (13)
Vd(x) - n =0 (0n).
Phuong trinh x4c dinh truong chuyén vi:
(V-o(u,v,d) =0 )
ulx)=1u 002,)
o-n=F (0028)
< dv OJv (14)
= q— — B
Sp(t(v,k) —o-n) =« ox ox (r#)
v(x.) P
Tox. - (ar#).

Ung suat Caussy o trong (14) dugc dinh nghia nhu 1a tng Suit tao ra bai nang luong dan
hoi trong mién vat rin

0Pe
= = - g€ 15
ase C € 4 ( )
véi bién dang dan hoi ¢ dugc xéac dinh bai
E=g—e =Vu—n'’ ®° vég. (16)
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Tu 2 h¢ phuong trinh dang “khde”, thong qua phuong phéap bién phan, ching ta c6 thé
chuyén vé dang “yéu”, 1an lugt nhu sau

f {(20e+ gc) déd + g (vd - vd(sd)} do = f 2 8:4dd0
@ K0)

¢ (17

fa: g(du)dn = f F - dudr a,

n a.QF b,

[ {86 (6 10) = 267 (60)) — @ 22} dd — [y 3= Svdl = 0. )

Tir (17), chdng ta c6 thé chuyén vé dang roi rac héa va tinh toan theo co sé ciia phuong
phap phan tir hitu han. Viéc trién khai doi hoi kha nhiéu ky thuat tinh todn khi phan tach bién
dang cung nhu giai quyét dong thoi truong u, v tai phuong trinh (17 b, c). Tuy nhién day la chu
dé khac nam ngoai khudn khé bai béo, ching ti s& dé cap chi tiét hon tai cac cong bd tiép theo.

3. BAI TOAN KEO MQT CHIEU: NGHIEM GIAI TiCH VA SO

Mot thyc té quan trong rang dé cé thé danh gia duoc tinh kha thi cia mot phuong phap s6
thi viéc dau tién va quan trong can kiém tra xem loi giai 6 phi hop véi céc 10i giai hoic céc
két qua da dugc chimng thuc. Noi dung chinh cia muc nay 1a ching t6i khao sat cac mé hinh da
xay dung ¢ muc trén trong trudng hop bai toan kéo doc truc mot thanh thang nhu mé ta tai Hinh
2. Thanh gom 2 phan c6 mé dun dan hoi lan luot 13 E;, E,, hé s6 né ngang déu bang khong dé
bo qua &ng xir vudng goc véi truc thanh. Pay 1a bai toan mot chiéu phu thudc vao truc x doc
truc cua thanh, do d6 hé phuong trinh vi phan phuc tap (13-16) c6 thé thu duoc nghiém tuong
minh. Hai phan c6 kich thudc 1a L/2, két nbi bang mit tiép xdc khong hoan hao dinh nghia boi
hé phuong trinh tuén theo luat dinh bdm nhu sau

u[[ | [u] Gy
t([ul) = &z p<_d_nA°>' dp = texp(A)) (18)
Vi vay
[ul
6D = [ e(ubdlul (19)
0

Tai quy luat dinh bam (18, 19), G,, t,, lan luot 14 ning luong phép huy va cudng do cua bé
mat tiép xtc. Hé sb A, latham sé ti 18, A, = 0 twong duong vai truong hop quy luat tng xa
tuyén tinh dan hoi dang 10 xo, nguoc lai day 1a mot quan hé phi tuyén. Hinh 3 minh hoa quy
luat g xt trong treong hop G, =t, = Ay, = 1.

/ t([ul, x)

/ ~

/ u="U,

y E;,vi=0 E;,v, =0 — >
/—L/Z 0 L/2 X
/

[u]

Hinh 2. Minh hoa bai toér) kéo doc truc mot thanh Hinh 3. Luat @ng xt dinh bam tai mat tiép
thang voi mat tiép xuc tai gitra. xXUc voi G, =t, = Ay = 1.
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V6i gia thiét ring phan bd hu hai trén toan thanh 1a déu, tirc 12 dao ham cua bién truong
pha bang khong trén toan mién. Khi d6 trudng ng suat va dan hoi trén toan mién 1a hang sb va
truong chuyén vi phy thudc tuyén tinh vao toa do. Khi dé, hé phuong trinh (13, 14, 15, 16)
duoc viét lai trong trudng hop bai todn mét chiéu chi tiét nhu sau.

e Vatliéu 1:
u®l(x) = Alx + B, &%t = d:: = Al, ¢t = E; e, (20)
e Vatliéu 2:
duez
u®?(x) = A%x + B%,£% = ——= A%, 0% = E,e°%, (21)
e Truong pha:
1
2(1—d)=Ey(e2)2 -4 =0
2 f (22)

1 9e
e2\2 C —
2(1—d)2E(s )2 — " d=0

e Mat tiép xdc:
(23)
e Diéu kién bién chuyeén vi

1 1 * 1 1 |x|
u'(x) = u¢ +vf dpdx = u® +vf —exp|——]dx
-L/2 -L/2 Z{)ﬁ

X X 1
u?(x) = u'(0) + u®? + vf Spdx = u'(0) + u® + vj —exp <— Lﬂ) dx. (24)
0 —_

ul(=L/2) = 0,u?(L/2) =
e Diéu kién lién tuc vé tng suat
al=0%=t ‘ ﬂ ’ (25)
Hé phuong trinh (20-25) ta c6 13 an va 13 phuong trinh, du dicu kién dé giai quyet bai toan.
Mot khi da giai dugc cac hé s6 thi u'(x), u?(x) tai phuong trinh (24) thé hién sy thay doi cua
chuyen vi doc theo chiéu dai x (nhu s& dugc thé hién tai Hinh 4, 5, 10, 11), trong khi truong
ung suat va bién dang s& duoc tinh toan lan luot tai phuong trinh (20) va (21). Trén co s¢ do,
tiép theo trong bai bao nay, ching t6i di khao sat mot sb trudong hGp cu thé:
e Trudng hop roi rac: khi khong tinh dén hu hai trong vat ran (¢ - 0,d = 0), va khdng
xem xét viéc chuan héa budc nhay tai mat tiép xdc (¢5 - 0).
e Truong hop khong tinh dén hu hai trong vat ran (£ — 0,d = 0), dung k¥ thuat chuan
hoa dé giai buéc nhay tai mat tiép xuc.
e Trudng hop tinh dén hu hai déng thoi tai vat ran va chuan hoa budc nhay tai mit tiép
xuc.

Pau tién ching tdi xem xét trudng hop khi khong tinh dén hu hai trong vat rin, véi tham
sémd hinhE; =E, =G, =t, = Ay = Uy = 1. Anh hudng ctia tham s6 £p va a toi chuyén
vi duoc xem xét. Két qua giai tich trong truong hop roi rac (khong st dung k§y thuat chuan
hoéa), trudng hop budc nhay dugc chuan hoa va phuong phap sé (ky hiéu 1a FEM trong hinh
V&) cho céc gia tri khac nhau ciia tham s6 5 va a dugc gidi thiéu lan luot tai Hinh 4, 5. Anh
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hudng 16n cia cac tham so t6i két qua duoc ghi nhan. Truong hop £5 = 0,05 vaa = 1, két qua
hoi tu kha tot voi cac két qua giai tich. Trong truong hop do, trudng Gng xuét va bién dang (dan
hoi €€, va bién dang tong €) duoc thé hién tai Hinh 5, 6. Su giao dong véi két qua s 1a khdng
tranh khoi tuy vay néu tinh ang xir tong thé thi khdng 16n. Mot sb ki thuat chia lugi phan tir co
thé giam thiéu diéu nay [6].

1,0 1,0
0,8 0,8 1
0,6 7 0,6 1
= "
=1 Rai rac 5
0,4 Chuin hoa 0,4 — - R rac
FEM fg=1 x 102 =&= (Chuin hoa
02 FEM £ =5 x 102 FEMa=0,1
’ FEM £ =1 x 10 0.2 7 _“ EE{E z = 10
g FEM f5=2x 107 s — FEMa =100
0,0 —== T T T T 0,0 & T T T T
-0,4 —0,2 0,0 0,2 0.4 —0.4 —0,2 0,0 0,2 0.4

X
Hinh 5. Phan b chuyén vi theo vi tri - anh
huoéng cua a .

Hinh 4. Phan b chuyén vi theo vi trf - anh
huong cua 45 .

1,0 6
. = = £ (Roirac)
s L] —— £° (FEM)
0,8 - Iy .
, I — ¢ (FEM)
4 " | - = g€ (Roirac)
1
0,6 - 1
<) =———f—- W 3 -
04
2 -
027 — FEM a=0,1,f=0,05 1
== Réirac
0,0 T T T T T 0 T T T T T
04 —0,2 0,0 0,2 0,4 -0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4
X X
Hinh 6. Phan b tng suat theo vi tri. Hinh 7. Phan bé bién dang theo vi tri.
N P N -
1,0 (Rairac) 1,0 4 H —— (Roirac)
-—- 1=0,01(FEM) ! -¥- a@=0,1 (FEM)
04 - -—- [=0, 05 (FEM) 03 - "B -6~ a=1(FEM)
’ " -—- 1=0,1(FEM) ’ ,’," \ -E a =10 (FEM)
[ - !
! ".’ i --— 1=0,2(FEM) YA h‘ -A- a =100 (FEM)
0,6 4 0,6 -
o r/ /‘.’ \|.‘ o) \ \\\ -
1 -
) ,I 1 Al I/ E‘-. _—E‘
044 g7 1 N 044 § =
> \ -
4 \\ SN, =TT \
& S -
0.2 - N \oo S==<22 oo 0.2 \
N, S~-o.
0,0 T T T T 0,0 T T T 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Uo UO

Hinh 8. Quan h¢ ung suat chuyén vi - anh
huong cua 4.
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1,0 1 PRTES
1.4 4
0.8 - 12 4
—%— CH[=0,05
1.0 4 —— CHI=0,5 N
EW" —.— CHi{=2
= CIL{=0,05 B 0.8 =% FEM£=0,05
04 - —e— CH[=0,5 0.6 - -0- TEMI=0,5
- CHI=2 — FEM{=0,2
—%- FEMI=0,05 0.4 1
0,2 1 -&- FEM[=0,5 :
_ -E- FEM{=0,2 029 o
0,0 e T T T T 0.0 S -
04 02 0,0 02 0,4 0 1 2 3 4 5 6
X UO
Hinh 10. Phan b chuyén vi theo vi tri - anh Hinh 11. Quan hé ung suat chuyén vj - anh
huaong cua 4. huaong cua .

O vi du tiép theo, chling tdi xem xét &ng xir phi tuyén cua vat liéu gay ra bai pha hoai tua
ron theo luat ving dinh bam. Tai trong U, ting dan, véi cac tinh chat vat liéu nhu sau
Ey =G, =4, = 1,t, = 0,75, E, = 3. Tuong ty Vi du trén, anh huéng cia tham sb €5 va a
t6i két qua sd dugc ddi chiéu véi nghiém giai tich lan luot tai Hinh 8 va 9. Su phu thuoc 1a co
thé quan sat dugc.

Tai vi du cudi cing, ching t6i danh gia su 1am viéc dong thoi cua ca hai co ché pha hay
khi xem xét pha hoai ron tai vat liéu nén. Ching t6i cé dinh thong sé cua vat liéu va md hinh
dinhbamE; = E, = G, =t, = 1,4, = 0, € = 0,05 vaa = 1. Tai Hinh 10, ching toi cb dinh
tai trong U, = 1, va khao sat két qua cho 3 truong hop € = 0,5; 0,05; 2; véi 2 cach tiép can
giai tich (ky hiéu CH trong hinh v&) va phan tir hitu han (ky hiéu FEM trong hinh vg). Tuong
tu, tai Hinh 11, quan hé &ng suét - chuyén Vi s€ duoc Xem xét. Dé dang nhan thay tinh chat tong
thé caa vat liéu kha phu thudc vao tham so ti 16 £. Vat liéu cang yéu khi £ ting va nguoc lai.
Theo cach hiéu nay £ c6 thé coi la thudc tinh cua vat liéu hon 1a thong s lya chon ciia mé hinh.
Anh huéng cua hé s6 £ t6i két qua 1a noi dung quan trong ciia phuong phap Truong pha, chiing
ta ¢ thé tham khao thém tai [7]. Sai s6 gitra giai tich va phuong phéap sO tai Hinh 11 dén tir
phan phé huy ron tai vat liéu nén, ta c6 thé khic phuc bang cach giam budc gia tai, tuy vay dan
dén tinh toan ting 1én. Anh huong nay sé duoc thao luan trong cac nghién cuu tiép theo.

6. KET LUAN

Trong bai bao nay, chling toi xay dung mot mé hinh hu hai tinh dén su 1am viéc dong thoi
hai co chét pha huy tai vat liéu nén va tai bé mit tiép xtc khéng hoan hao trén co so cach tiép
can nhi¢t dong hoc va ky thuat chuan hoa bién ky di. Tir cac cong thirc tong quat trong trudng
hop nhiéu chiéu, ching toi xay dung cong thirc twdong minh cho truong hop mét chiéu. Piéu
nay cho phép tuong minh cac phat trién giai tich phuc tap, dong thoi 1a co s de dbi chiéu két
qué véi phurong phap s6. M6t s6 vi du da duoc thyc hién, trong d6 cac két qua sb duoc so sanh
vé6i két qua giai tich trong truong hop roi rac hoac chuan héa. Su gan két giira cac 10i giai duoc
ghi nhan, ching to su chinh x&c trong cach xay dung bai toan cling nhu phuong phap giai. Sy
phu thudc rat 1on cua cac két qua s6 vao tham sé caa mé hinh 12 van dé quan trong cua bai toén.
Piéu d6 dan téi can can than danh gia két qua trong cac truong hop cau trdc vat liéu phic tap
cling nhu trong viéc &p dung céc két qua md hinh voi cac bai toan thuc té.
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