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Abstract. Predicting the thermal conductivity coefficient of longitudinal fiber-reinforced 

materials is an important and significant problem due to its wide practical application in the 

structure of these materials. To achieve this factor, we redefine the classical homogenization 

formula based on a generalized self-consistent model with a free parameter. And then, we 

build a database of 1700 data points using the periodic homogenization finite element 

method, with varying contrast ratios of the inclusion phase to the matrix phase conductivity 

ranging from 1 to 0, and varying volume fractions of the inclusion phase from 0 to the 

maximum packing density. The combination of the dataset and the generalized self-consistent 

model allows us to determine the relationship between the free parameter and the material 

inputs. By combining the approximation function with the original analytical model, we 

obtain a simple, explicit, and easily applicable hybrid homogenization model that provides 

excellent predictive capabilities for computational results. 
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Tóm tắt. Dự báo hệ số dẫn nhiệt của vật liệu cốt sợi dọc trục là bài toán quan trọng và có ý 

nghĩa do khả năng áp dụng rộng rãi trong thực tế của dạng kết cấu vật liệu này. Để thực hiện, 

chúng tôi thiết lập lại công thức đồng nhất hóa cổ điển dựa trên mô hình tự tương hợp tổng 

quát với một số thông số tự do. Tiếp theo, chúng tôi sẽ xây dựng cơ sở dữ liệu với 1700 dữ 

liệu dựa trên phương pháp phần tử hữu hạn đồng nhất hóa tuần hoàn với tỉ lệ tương phản của 

hệ số dẫn pha cốt trên pha nền biến đổi từ 1 tới 0, và tỉ lệ thể tích của pha cốt từ 0 tới độ chặt 

tối đa. Việc kết hợp giữa tập dữ liệu và mô hình tự tương hợp tổng quát cho phép xác định 

mối quan hệ số giữa thông số tự do với đầu vào của vật liệu, từ đó xây dựng được công thức 

giải tích xấp xỉ. Kết quả của nghiên cứu cho thấy, việc kết hợp hàm xấp xỉ với mô hình giải 

tích gốc, cho phép thu được một mô hình giải tích đồng nhất hóa kết hợp đơn giản, tường 

minh, dễ áp dụng, cho phép dự báo rất tốt các kết quả tính toán.  

Từ khóa: đồng nhất hóa, hệ số dẫn, học máy, tự tương hợp, phần tử hữu hạn. 
@ 2023 Trường Đại học Giao thông vận tải 

1. ĐẶT VẤN ĐỀ  

Bên cạnh công nghệ Internet Vạn vật (IoT), trí tuệ nhân tạo, thì công nghệ in 3D và công 

nghệ vật liệu mới được xem là một trong những thành phần tiêu biểu của nền công nghiệp 4.0, 

tạo ra nhiều đột phá trong nhiều lĩnh vực khác nhau. Với sự phát triển vượt bậc gần đây của 

công nghệ chế tạo bồi đắp (addictive manufacturing) sử dụng kỹ thuật in 3D tiên tiến cho phép 

chế tạo được các dạng cấu trúc đặc biệt  và các công nghệ chế tạo vật liệu mới có tính năng đặc 

biệt (vật liệu bóng khí, vật liệu bọt,  vật liệu rỗng…), nhiều các dạng vật liệu mới có tính tương 
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phản cao về tính chất, thành phần của các pha vật liệu được lên ý tưởng, thiết kế, chế tạo, và 

đưa vào ứng dụng đại trà trong công nghiệp cũng như dân dụng [1]. Các vật liệu composite 

kháng nhiệt do pha cốt liệu có hệ số dẫn nhiệt thấp, hoặc đạt tới giá trị không được thiết kế chế 

tạo và ứng dụng trong thực tế. Dự báo các tính chất cơ học tổng thể của vật liệu dẫn nhiệt thấp 

dạng này luôn là chủ đề nghiên cứu được quan tâm bởi ý nghĩa quan trọng cả trong ứng dụng 

thực tế cũng như là phát triển lý thuyết.  

Phương pháp đồng nhất hóa dựa trên các lý thuyết cơ học vi mô là một cách tiếp cận quan 

trọng vì được xây dựng dựa trên cơ sở cơ học và toán học căn bản, cho phép đạt được lời giải 

chính xác hoặc tiệm cận, giảm thiểu thời gian tính toán, và mang tính định hướng lý thuyết cao. 

Phương pháp này có lịch sử phát triển phong phú, kéo dài từ các nghiên cứu cơ bản cuối thể kỷ 

19 tới những nghiên cứu gần đây với các chủ đề đa dạng như tiếp cận biến phân, mặt tiếp xúc 

không hoàn hảo, kết hợp với kỹ thuật nhận diện hình ảnh, phương pháp số, cốt liệu có hình 

dạng đặc biệt …[2]. Cách tiếp cận cơ bản của phương pháp đồng nhất hóa cơ học vi mô trong 

việc xây dựng các hàm dự báo ứng xử gồm hai bước chính: (i) giải bài toán cục bộ chính xác, 

hoặc tiệm cận ở mức độ vi mô, và (ii) áp dụng một số sơ đồ xấp xỉ để tính toán các giá trị trung 

bình ở mức độ vĩ mô. Các mô hình đồng nhất hóa cổ điển được xây dựng dựa trên lời giải giải 

tích của Eshelby cho một pha cốt hình e-líp nằm trong miền đồng nhất vô hạn kết hợp với các 

sơ đồ đồng nhất khác nhau (phân tán, tự tương hợp (self-consistent), vi phân (differential), 

Mori-Tanaka). Các lời giải theo hướng này tương đối tường minh, công thức đơn giản, dễ áp 

dụng, nhưng  cho các kết quả không tốt với vật liệu có tính tương phản cao và độ chặt của cốt 

liệu lớn.  

Lý thuyết cơ học thống kê liên tục (Statistical continuum mechanics theory) cũng được áp 

dụng để giải quyết các bài toán xác định tính chất hữu hiệu của vật liệu. Theo cách tiếp cận này, 

Torquato [3] đã phát triển các hàm tương quan đa điểm (n-point correlation functions) để xây 

dựng các công thức dự báo tích chất hữu hiệu tùy thuộc vào các thông tin về cấu trúc vi mô của 

vật liệu. Phạm và Torquato [4] đã phát triển các hàm xấp xỉ tương quan (correlation 

approximation) với các hệ số tương quan tính toán phụ thuộc vào cấu trúc vật liệu cho phép 

tính toán khá tốt hệ số đàn hồi/dẫn hữu hiệu của vật liệu composite với các pha cốt liệu được 

xắp xếp ngẫu nhiên hoặc có trật tự, với tỉ lệ thể tích của pha cốt liệu gần tới độ chặt tối đa của 

hỗn hợp. Một hướng nghiên cứu tương tự, phương pháp đồng nhất hóa tiệm cận (asymtotic 

homogenization) dựa trên khai triển bậc cao của trường chuyển vị (hoặc trường nhiệt độ với bài  

toán hệ số dẫn nhiệt) là hướng nghiên cứu phù hợp trong việc xây dựng các công thức tính các 

giá trị hữu hiệu của vật liệu hỗn độn nhiều thành phần có độ tương phản cao. Các nghiên cứu 

và các kết quả phù hợp nhất có thể được tìm thấy tại các công bố của Andrianov và cộng sự [5]. 

Tuy vậy các nghiên cứu theo hướng khai triển bậc cao này có công thức tương đối phức tạp, 

thiếu linh hoạt và vẫn chưa thực sự tốt tại điểm tới hạn về thể tích cốt liệu tối đa [6]. 

Do vậy, mục đích của bài báo là xây dựng mô hình đồng nhất hóa mới, đơn giản và hiệu 

quả trong việc xác định hệ số dẫn nhiệt trung bình của vật liệu kháng nhiệt với sự chênh lệch 

hệ số dẫn giữa các pha là cao và thể tích của cốt liệu lớn. Để thực hiện nhiệm vụ tương đối khó 

khăn này, trình tự công việc chúng tôi tiến hành trong bài báo như sau. Đầu tiên tại Mục 2, 

chúng tôi xây dựng lại một số tiếp cận đồng nhất hóa cổ điển. Phương pháp “Kiểu hình thái đại 

diện” (Morphological representative pattern-based approach, viết tắt MRP) [7] với một số thông 

số tự do được thiết lập. Tiếp theo, chúng tôi sẽ xây dựng cơ sở dữ liệu dựa trên phương pháp 

phần tử hữu hạn đồng nhất hóa tuần hoàn với tỉ lệ tương phản của hệ số dẫn pha nền trên pha 

cốt liệu biến đổi từ 1 tới vô cùng, và tỉ lệ thể tích của pha cốt liệu từ 0 tới độ chặt tối đa (Mục 

3). Một số mô hình hồi quy/học máy được áp dụng nhằm kết hợp giữa các kết quả lý thuyết và 
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dữ liệu sẽ được thực hiện tại Mục 4, với mục tiêu xây dựng mô hình đồng nhất hóa hợp lý. Cuối 

cùng là phần kết luận và kiến nghị.     

2. PHƯƠNG PHÁP ĐỒNG NHẤT HÓA  

Trường hợp tổng quát, phương pháp đồng nhất hóa xây dựng phương pháp nhằm xác định 

giá trị trung bình của một môi trường vật chất hỗn độn nhiều thành phần. Với bài toán truyền 

dẫn được xem xét trong bài báo này, chúng tôi giả thiết một vật liệu hỗn độn nhiều thành phần 

ký hiệu trong miền không gian 𝛺 ⊂ ℝ𝑑, với d= 1, 2, 3 là số chiều không gian và 𝜕𝛺 là biên của 

vật thể. Vật liệu gồm n pha cốt liệu khác nhau với hệ số dẫn 𝐶𝑖, chiếm tỉ lệ thể tích 𝜙𝑖, nằm 

trong pha nền có hệ số dẫn 𝐶𝑚, tỉ lệ thể tích 𝜙𝑚. Ở một cách tiếp cận đơn giản nhất khi xem xét 

tỉ lệ thể tích của các pha cốt liệu là nhỏ và bỏ qua ảnh hưởng tương tác, công thức xấp xỉ phân 

tán xác định hệ số dẫn trung bình 𝐶𝑒 của môi trường có dạng như sau 

𝐶𝑒 = 𝐶𝑚 + ∑ 𝜙𝑖(𝐶𝑖 − 𝐶𝑚)𝐷𝑖(𝐶𝑖, 𝐶𝑚)𝑛
𝑖=1 .               (1) 

Trong đó 𝐷𝑖 là hàm dạng phụ thuộc vào hình dạng của cốt liệu và tính chất của vật liệu. 

Trong trường hợp xem xét vai trò của các pha vật liệu là tương đương nhau, chúng ta có 

xấp xỉ nổi tiếng “tự tương hợp” cho phép tính đến ảnh hưởng của sự tương tác giữa các pha với 

𝐶𝑒 = 𝐶 là nghiệm của phương trình tự tương hợp (viết tắt là SC) 

∑ 𝜙𝑖(𝐶𝑖 − 𝐶)𝐷𝑖(𝐶𝑖, 𝐶)𝑛
𝑖=1 = 0.                              (2) 

Xấp xỉ tự tương hợp luôn thỏa mãn các đánh giá Hashin-Shtrickman (viết tắt là HS), là 

đánh giá toán học tốt nhất chỉ dựa trên thông tin bậc 2 về tỉ lệ thể thích và tính chất của các pha 

vật liệu. Đánh giá Hashin-Shtrickman trên (HSU) và đánh giá Hashin-Shtrickman dưới (HSL) 

được định nghĩa như sau 

𝐻𝑆𝐿 = 𝑃(𝐶𝑚𝑖𝑛) ≤ 𝐶𝑒 ≤ 𝑃(𝐶𝑚𝑎𝑥) = 𝐻𝑆𝑈                     (3) 

với  

𝐶𝑚𝑖𝑛 = 𝑚𝑖𝑛{𝐶𝑚, 𝐶𝑖},   𝐶𝑚𝑎𝑥 = 𝑚𝑎𝑥{𝐶𝑚, 𝐶𝑖}                         (4) 

và  

𝑃(𝐶) = (
𝜙𝑚

𝐶𝑚+𝐶∗
+ ∑

𝜙𝑖

𝐶𝑖+𝐶∗

𝑛
𝑖=1 )

−1

− 𝐶∗,   𝐶∗ = (𝑑 − 1)𝐶.                      (5) 

Thông thường, với vật liệu có hệ số dẫn nhiệt của các pha cốt liệu thấp, các kết quả thường 

nằm giữa đánh giá trên và xấp xỉ tự tương hợp. Với tỉ lệ thể tích của cốt liệu lớn thì sai số cũng 

lớn và các hàm dự báo cổ điển kể trên (gồm một số xấp xỉ khác như Mori-Tanaka hoặc sai 

phân) không đủ hiệu quả để áp dụng. Để khắc phục, nhiều hướng tiếp cận bổ sung thêm thông 

tin hoặc/và các tham số tự do để hiệu chỉnh đã được thực hiện. Trần năm 2019 [8] đã đề xuất 

một phương pháp “xấp xỉ tự tương hợp dạng tổng quát mở rộng” (gọi tắt là RGSCP) với 2 thông 

số bổ sung cho phép khắc phục những nhược điểm của các xấp xỉ cổ điển. 
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Hình 1. Phương pháp xấp xỉ tự tương hợp dạng tổng quát mở rộng (RGSCP). 

Trong phương pháp RGSCP, nhóm nghiên cứu đề xuất phân tách pha nền thành hai phần, 

phần thứ nhất bao quanh cốt liệu và phần từ hai đóng vai trò như một cốt liệu ảo độc lập. Sơ đồ 

tính được thể hiện như Hình 1. Thông số tự do thứ nhất của mô hình là độ chặt tối đa của cốt 

liệu ϕ𝑀, là một thuộc tính của hỗn hợp vật liệu, có thể tính toán chính xác hoặc là một hàm xấp 

xỉ. Thông số thứ hai là hình dạng của cốt liệu ảo, đặc trưng bởi tỉ số 𝑟 (nằm trong khoảng 0 tới 

1) giữa hai trục của hình elip (trường hợp hai chiều) hoặc elip tròn xoay (trường hợp ba chiều). 

Trong khuôn khổ bài báo, chúng tôi quan tâm tới hệ số dẫn ngang của vật liệu, tương ứng với 

trường hợp 𝑑 = 2, và cốt liệu có dạng hình tròn. Áp dụng xấp xỉ tự tương hợp cho cấu hình 

này, chúng ta có dạng phương trình tổng quát như sau 

(1 − ϕ𝑀)
1

𝑑
∑

(𝐶𝑚−𝐶)

𝐴𝑖𝐶𝑚+(1−𝐴𝑖)𝐶

𝑑
𝑖=1 + ∑ ϕ𝑖

𝑀 𝑑(𝐶𝐸𝐼𝑖−𝐶)

𝐶𝐸𝐼𝑖+(𝑑−1)𝐶

𝑛
𝑖 = 0,                     (6) 

với  

𝐶𝐸𝐼𝑖 = (
𝑓

𝐶𝑖+(𝑑−1)𝐶𝑚
+

1−𝑓

𝐶𝑚+(𝑑−1)𝐶𝑚
)

−1

−  (𝑑 − 1)𝐶𝑚,                                (7) 

và  

ϕ𝑖
𝑀 =

ϕ𝑖

ϕ
ϕ𝑀 , 𝑓 =

ϕ

ϕ𝑀
 , 𝐴1 =

𝑟

1+𝑟
 ,   𝐴2 =

1

1+𝑟
 .                                    (8) 

Với phương trình (6-8), chúng ta có xấp xỉ tương đối tốt, đơn giản để phản ánh tính chất 

hữu hiệu của hệ số dẫn của vật liệu nhiều thành phần. Hình 2 minh họa tính toán cho trường 

hợp vật liệu duy nhất 1 pha cốt liệu cách nhiệt tuyệt đối với 𝐶𝑖 = 0, các hạt phân bố ngẫu nhiên 

và có cùng kích thước. Với trường hợp này  𝜙𝑀 = 0,82. Dễ dàng nhận thấy với 𝑟 = 1, 𝜙𝑀 =
 𝜙, RGSCP trùng với xấp xỉ SC; với 𝑟 = 1, 𝜙𝑀 =  1, RGSCP trùng với xấp xỉ đánh giá trên 

HSU cũng chính là xấp xỉ Mori-Tanaka và mô hình quả cầu lồng nhau CSA của Hashin. Ngoài 

ra trong Hình 2 chúng tôi cũng thể hiện cho trường hợp 𝑟 = 0,01. Khi so sánh kết quả tại đây 

với kết quả tại Hình 3 của tài liệu tham khảo [8], dễ dàng nhận thấy rằng, cùng một giá trị thể 

tích cốt liệu, hệ số dẫn tăng lên khi 𝑟 giảm. Điều này cũng đã được khẳng định tại [8], khi chúng 

tôi cũng chứng tỏ rằng mối quan hệ 𝐶𝑒 , 𝑟 là hàm đơn điệu tăng dần. Ngoài kết quả tại Hình 2, 

một số minh chứng thực nghiệm cũng chứng tỏ hiệu quả của phương pháp xấp xỉ này. Tuy vậy 

để thiết lập một xấp xỉ cho giá trị 𝑟 là thách thức tương đối lớn và hiện tại các phương pháp giải 

tích chưa đủ hiệu quả. Tại bài báo này, một chiến lược xác định hàm 𝑟 dựa trên định hướng dữ 

liệu sẽ được xem xét. 
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Hình 2. Kết quả dự báo cho vật liệu rỗng. 

3. XÂY DỰNG TẬP DỮ LIỆU DỰA TRÊN PHƯƠNG PHÁP PHẦN TỬ HỮU 

HẠN 

Tại mục này chúng tôi sẽ sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn (PTHH) cho vật liệu tuần 

hoàn để tính toán hệ số dẫn của vật liệu hai thành phần với mô tả như ở Mục 2. Pha cốt liệu có 

dạng hình tròn, một kích cỡ được xắp xếp theo hai dạng cơ bản là nhân tuần hoàn hình vuông 

và nhân tuần hoàn lục giác (Hình 3). Theo lý thuyết đồng nhất hóa vật liệu, các tính toán được 

tính trên phân tử thể tích đặc trưng (Ω). Giả sử đặt lên (Ω) một trường nhiệt độ vĩ mô có gradient 

𝜵𝑇, véc tơ dòng nhiệt vĩ mô Q, khi đó hệ số dẫn hiệu dụng được xác định qua định luật Fourier 

trong điều kiện đẳng hướng:  

       𝑸 = −𝐶e𝜵𝑇
 (9) 

Ở đây cần hiểu véc tơ dòng nhiệt vĩ mô Q là trung bình trên toàn miền Ω của các véc tơ 

dòng nhiệt vi mô :  

  𝑄 =< 𝒒(𝒛) >𝛺 (10) 

z xác định vị trí của chất điểm trong Ω. Với nhân tử tuần hoàn hình chữ nhật (U) có cạnh 

là 𝑎1, 𝑎2, vị trí các điểm trong nhân tuần hoàn ký hiệu là x, có trường dòng nhiệt vi mô q(z) 

                           ∀𝑛1, 𝑛2 ∈ 𝑁, 𝒒(𝒛) = 𝒒(𝒛 + 𝑛1𝑎1𝑥𝟏 + 𝑛2𝑎2𝑥𝟐)                         (11) 

Điều kiện tuần hoàn là trung bình của dòng nhiệt vi mô trên miền (U) bằng với trung bình 

của dòng nhiệt vi mô trên miền (Ω) 

                                                               < 𝒒(𝒛) >𝑈=< 𝒒(𝒛) >𝛺= 𝑸 (12) 

Mối quan hệ giữa Q và 𝜵𝑇 có thể xác định trên miền U, dựa vào các quan hệ sau:  

              𝑑𝑖𝑣𝒒(𝒛) = 0 : (𝑈) (13) 

  𝒒(𝒛) = −𝐶(𝒛)𝛻𝑻(𝒛) : (𝑈) (14) 
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  𝑇(𝒛) = 𝑇0 + 𝜵𝑇. 𝒛 + 𝑇∗(𝒛) : (𝑈) (15) 

  𝑇∗(𝒛): 𝑡𝑢ầ𝑛 ℎ𝑜à𝑛 : (𝜕𝑈) (16) 

  (𝒒(𝒛). 𝒏)𝒏: 𝑡𝑢ầ𝑛 ℎ𝑜à𝑛 : (𝜕𝑈) (17) 

Với 𝑇(𝒛), 𝑇0, 𝑇∗(𝒛) lần lượt là trường nhiệt, nhiệt độ ban đầu của vật liệu và trường nhiệt 

hỗn loạn tuần hoàn gây ra bởi cốt được bọc, n là véc tơ pháp tuyến ngoài trên biên 𝜕𝑈. Hệ 

phương trình vi phần từng phần (13-17) có thể giải bằng phương pháp phần tử hữu hạn, qua đó 

có thể xác định được hệ số dẫn hữu hiệu của vật liệu tại phương trình (9). Để phù hợp với việc 

xử lý dữ liệu lớn và đẩy nhanh tốc độ tính toán, chương trình phần tử hữu hạn sử dụng nền tảng 

giải phương trình đạo hàm riêng FeniCSx trên ngôn ngữ Python dự kiến được sử dụng. Không 

mất tính tổng quát, chúng ta có thể đặt giá trị 𝐶𝑚 = 1, 𝐶𝑖 thay đổi từ 0 tới 1, có thể bỏ qua vai 

trò của đơn vị hệ số dẫn nhiệt. Thực chất, các thiết lập ở bài báo này có thể áp dụng cho các bài 

toán dẫn nhiệt, từ, lan truyền ở trạng thái dừng. Tuy nhiên việc lấy ví dụ với bài toán nhiệt cho 

phép chúng tôi không cần đề cập đến một số cơ chế lý hóa khác khi xem xét bài toán lan truyền 

của các dạng vật chất khác. Kết quả tính toán cụ thể được thể hiện ở Bảng 1, với gần 1000 dữ 

liệu cho mỗi một dạng nhân tuần hoàn. Các mối tương quan giữa hệ số dẫn hữu hiệu với hệ số 

dẫn của pha thành phần và tỉ lệ cốt liệu được thể hiện tại Hình 4. 

Tiếp theo chúng tôi sử dụng phương pháp Học máy XGB (Extreme Gradient Boosting) để 

xây dựng hàm dự báo cho tập dữ liệu mới xây dựng. Như đã được kết luận bởi nhiều công trình 

gần đây [9, 10], XGB là một trong những mô hình Học máy tốt nhất hiện nay trong việc dữ báo 

dữ liệu dạng bảng. Để thực hiện thì chúng tôi chia ngẫu nhiên tập huấn luyện và tập kiểm tra 

với tỉ lệ 0,7-0,3 cho cả 2 dạng dữ liệu kiểu nhân tuần hoàn hình vuông và lục giác. Tham số mô 

hình XGB được lấy theo mặc định tại thư viện XGBoost. Kết quả dự báo được thể hiện tại Hình 

5 và 6 với hệ số xác định R2 đạt 0,997 và 0,998 cho tập kiểm tra cho 2 dạng cấu trúc nhân tuần 

hoàn. Một cách chi tiết, tại Hình 5 và 6, giá trị hệ số dẫn hữu hiệu được thể hiện  
𝐶e cho mỗi cặp đầu vào 𝜙, 𝐶𝑖/𝐶𝑚 . Với mỗi điểm, trục ngang là giá trị 𝐶e tính bằng phương 

pháp PTHH, trong khi trục dọc là giá trị dự báo sử dụng mô hình XGBoost. Một cách định tính, 

các điểm bám sát đường  𝑦 = 𝑥, chứng tỏ giá trị tính và giá trị dự báo là trùng khớp. Kết quả 

này khá tốt và ổn định cho nhiều lần chia ngẫu nhiên các tập huấn luyện và tập kiểm tra do đó 

không cần thiết thực hiện tinh chỉnh cho các tham số của mô hình XGB.                              

 

Hình 3. (a) - nhân tử tuần hoàn hình vuông, (b) – nhân tử tuần hoàn hình lục giác. 

 Bảng 1. Thông số thống kê của tập dữ liệu. 

 

Nhân tuần hoàn hình vuông Nhân tuần hoàn lục giác 

𝜙 𝐶𝑖/𝐶𝑚 𝐶e 𝜙 𝐶𝑖/𝐶𝑚 𝐶e 

Số mẫu 816 816 816 918 918 918 

Trung bình 0,469688 0,5 0,718767 0,475 0,5 0,723258 
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Lệch chuẩn 0,222682 0,294572 0,227898 0,259548 0,294552 0,232844 

Nhỏ nhất 0,1 0,00001 0,008922 0,05 0,00001 0,018127 

Lớn nhất 0,785 1 1 0,9 1 1 

     

  

(a) - nhân tử tuần hoàn hình vuông (b) – nhân tử tuần hoàn hình lục giác 

Hình 4. Tương quan thống kê giữa các biến. 

 

Hình 5. Dự báo dựa theo mô hình học máy XGB – nhân tuần hoàn hình vuông. 
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Hình 6. Dự báo dựa theo mô hình học máy XGB – nhân tuần hoàn lục giác. 

4. XÂY DỰNG MÔ HÌNH ĐỒNG NHẤT HÓA KẾT HỢP 

Mặc dù ý nghĩa của mô hình XGB được xây dựng tại Mục 3 là khá rõ khi cho phép chúng 

ta dự báo được hệ số dẫn nhiệt hữu hiệu của vật liệu mà không cần thực hiện lại các tính toán 

PTHH phức tạp. Tuy vậy, do là dạng không tường minh và không có ý nghĩa vật lý nên việc 

mở rộng cũng như dễ dàng áp dụng ở các mức độ khác nhau là nhược điểm lớn của mô hình 

Học máy kể trên. Như đã giới thiệu ở Mục 2, mô hình tự tương hợp dạng tổng quát mở rộng 

cho phép dự báo tốt so với các mô hình cổ điển khác, tuy nhiên việc đưa vào tham số tự do 𝑟 là 

hạn chế lớn nhất làm giảm hiệu quả của mô hình. Một chiến lược xác định 𝑟 được phát triển tại 

Mục này với các bước cụ thể như sau: 

• Dựa trên Bảng dữ liệu thu được, với mỗi một điểm dữ liệu đầu vào (𝜙, 𝐶𝑖/𝐶𝑚 ) và 
đầu ra  𝐶e , chúng tôi sẽ tính ngược lại giá trị 𝑟 cho mỗi điểm dữ liệu dựa theo hệ 

phương trình tự tương hợp (6- 8).  

• Trường hợp không có nghiệm chúng tôi sẽ dùng kỹ thuật để lọc giá trị 𝑟 với sai số 

nhỏ nhất.  

• Sau khi tìm được giá trị 𝑟 cho mỗi hàng dữ liệu, quan hệ giữa 𝑟 với tỉ lệ 𝐶𝑖/𝐶𝑚 và 

tỉ lệ thể tích cốt liệu 𝜙 được thể hiện tại Hình 7 (các đường nét liền).  

Một kết quả quan trọng nhận được sau khi tính toán 𝑟 là với các hệ số tỉ lệ thể tích nhỏ hơn 

khoảng 0,55, 𝑟 đều đạt giá trị 0. Với các trường hợp hệ số tỉ lệ thể tích lớn hơn và tiến sát tới 

độ chặt tối đa, mối quan hệ giữa 𝑟 và tỉ số 𝐶𝑖/𝐶𝑚 có dạng parabol ngược như thể hiện tại Hình 

7, cho cả hai kiểu nhân tuần hoàn. Qua Hình 7 ta thấy, hệ số 𝑟 không mang nghĩ tự do như 

phương trình vật lý xây dựng đầu bài báo mà có thể có quy luật phụ thuộc vào các thông tin của 

vật liệu. Đây là kết quả rất thú vị và đáng ghi nhận.  

Với định dạng là hàm parabol ngược phụ thuộc vào 𝜙, 𝐶𝑖/𝐶𝑚, chúng ta có thể thu được kết 

quả hàm hồi quy tuyến tính dạng đơn giản như sau 

𝑟 = (−1,5
ϕ

ϕ𝑀
+ 0,9) × (

𝐶𝑖

𝐶𝑚
)2 + (1,38

ϕ

ϕ𝑀
− 0,9)(

𝐶𝑖

𝐶𝑚
) + (0,25

ϕ

ϕ𝑀
− 0,18)          (18) 

Kết quả của phương trình (18) là các đường cong đứt quãng trên Hình 7. Cần chú ý rằng 

độ chặt tối đa ϕ𝑀 cho hai dạng nhân tử lần lượt là 0,785 và 0,905. 
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Kết hợp phương trình (18) với phương trình (6-8), chúng ta thu được mô hình giải tích 

đồng nhất hóa kết hợp cho phép dự báo hệ số dẫn hữu hiệu của vật liệu 2 thành phần. Mô hình 

được xây dựng từ hệ phương trình (6-8,18) gọi là mô hình tự tương hợp dạng tổng quát kết hợp, 

viết tắt là RGSCP với 𝑟 thay đổi. Kết quả được thể hiện tại Hình 8 (tương tự Hình 5, 6 cho toàn 

bộ tập dữ liệu), trong đó mỗi điểm tương ứng với một giá trị vật liệu cụ thể, 2 trục đại diện giá 

trị của hệ số dẫn trung bình được tính bằng phương pháp PTHH (trục ngang) và mô hinh dự 

báo (trục dọc). Tại Hình 8, mô hình kết hợp được xây dựng tại bài báo này thể hiện qua hình 

tròn đỏ, trong khi đánh giá HSU, mô hình tự tương hợp cổ điển SC, cũng như mô hình tự tương 

hợp tổng quát với 𝑟 cố định được thể hiện tương ứng. Dễ dàng nhận thấy rằng mô hình thuần 

túy giải tích cho kết quả dự báo rất tốt, với hệ số xác định R2 đạt tới 0,9999 cho cả 2 cách bố 

trí nhân tuần hoàn. Với một phương trình giải tích tương đối đơn giản, tường minh, được xây 

dựng từ các phát triển cơ học cơ bản, thỏa mãn các điều kiện vật lý nhưng vẫn đạt được kết quả 

dự báo thậm chí còn tốt hơn mô hình Học máy mạnh mẽ, đây là kết quả đáng ghi nhận. 

                

(a) - nhân tử tuần hoàn hình vuông                              (b) – nhân tử tuần hoàn hình lục giác 

Hình 7. Mối quan hệ giữa biến tỉ số 𝑟 với các thông số vật liệu. 

              

(a) - nhân tử tuần hoàn hình vuông                            (b) – nhân tử tuần hoàn hình lục giác 

Hình 8. So sánh dự báo giữa các phương pháp. 

Như vậy, thông qua dữ liệu thu được bằng tính toán PTHH, hệ số 𝑟 được tính từ phương 

trình tự tương hợp tổng quát mở rộng (6-8), tương ứng với các thông tin vật liệu. Kết quả tốt 

nhất của bài báo này là hệ số 𝑟 không phải là tham số tự do mà là tham số có quy luật phụ thuộc 

vào thông tin vật liệu và có thể mô tả bằng các phương trình giải tích xấp xỉ.  

Cũng cần thiết để nhấn mạnh thêm về vai trò của phân bố không gian của cốt liệu tới kết 

quả thực tế cũng như là kết quả dự báo. Các kết quả thực nghiệm và mô phỏng trước đây đều 

chứng tỏ sự khác biệt về hệ số dẫn hữu hiệu giữa các dạng phân bố hình học khác nhau (ngẫu 
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nhiên hoặc có trật tự) của cùng một thông số vật liệu. Khác với các mô hình cổ điển, mô hình 

tự tương hợp tổng quát dạng mở rộng mà chúng tôi xây dựng gần đây (phương trình 6-8) có bổ 

sung thông số về độ chặt tối đa, là thông số nội tại của vật liệu, có thể tính toán lý thuyết. Đầu 

tiên, với sự xuất hiện của độ chặt tối đa cho phép mô hình đang thực hiện tại bài báo này phù 

hợp với các dạng khác nhau của phân bố không gian. Thứ hai, với tỉ lệ thể tích cốt liệu thấp 

hoặc trung bình cao (tới khoản 0,55), mô hình tự tương hợp tổng quát đã chứng tỏ ưu thế cho 

các dạng phân bố khác nhau, với giá trị r xấp xỉ không. Thứ ba, hệ số 𝑟 đóng vai trò quan trọng 

trong những trường hợp tỉ lệ thế tích là rất cao (tiến sát đến độ chặt tối đa). Tại bài báo này, hệ 

số 𝑟 được xây dựng dựa trên những kết quả của vật liệu phân bố có trật tự. Do đó mô hình này 

sẽ hiệu quả rất cao với các vật liệu có phân bố không gian của cốt liệu theo trật tự. Tuy nhiên, 

mô hình này vẫn tốt cho vật liệu phân bố ngẫu nhiên ít nhất là tới tỉ lệ thể tích đạt 0,55. Với tỉ 

lệ thể tích lớn hơn 0,55, việc mô phỏng cấu trúc ngẫu nhiên là thách thức lớn và gần như rất ít 

có các kết quả về mô phỏng số đã thực hiện. Do đó hiệu quả của mô hình hiện tại với vật liệu 

phân bố ngẫu nhiên tại tỉ lệ thể tích cốt liệu rất cao là chủ đề hấp dẫn cho nghiên cứu tiếp theo.  

5. KẾT LUẬN 

Trong bài báo này, chúng tôi xây dựng một mô hình đồng nhất hóa kết hợp để dự báo hệ 

số dẫn hữu hiệu của vật liệu mô hình hai thành phần có cấu trúc vi mô đơn giản có hệ số dẫn 

nhiệt của pha cốt liệu nhỏ hơn hệ số dẫn nhiệt của pha nền. Một tập cơ sở dữ liệu với khoảng 

1700 kết quả về hệ số dẫn trung bình của vật liệu cho các trường hợp khác nhau về tỉ lệ thể tích 

và tỉ lệ hệ số dẫn nhiệt của pha cốt và pha nền được xây dựng dựa trên phương pháp phần tử 

hữu hạn. Với tập dữ liệu này, mô hình Học máy XGB cho kết quả dự báo tốt với hệ số xác định 

cho tập kiểm tra đạt 0,999. Tiếp theo, việc kết hợp giữa tập dữ liệu và mô hình tự tương hợp 

tổng quát đã được thực hiện, cho phép xác định mối quan hệ số giữa thông số tự do với đầu vào 

của vật liệu. Hơn nữa, mối quan hệ này có thể xấp xỉ bằng hàm số bậc 2, phụ thuộc vào các 

biến tỉ lệ hệ số dẫn nhiệt, tỉ lệ thể tích, và độ chặt tối đa. Kết hợp hàm xấp xỉ với mô hình giải 

tích gốc, chúng ta thu được một mô hình giải tích đồng nhất hóa kết hợp cho phép dự báo rất 

tốt các kết quả tính toán với hệ số xác định R2 đạt tới 0,9999. Kết quả thu được này là ấn tượng 

và cho phép mở rộng tính toán với các bài toán đồng nhất hóa phức tạp hơn như vật liệu có cấu 

trúc vi mô phức tạp, có nhiều kích thước cốt liệu khác nhau, mặt phân giới không hoàn hảo, bài 

toán đàn hồi, hư hại trong không gian 3 chiều. 
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