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Abstract. The split feasibility problem is a convex minimization problem. It is an active field 

due to its effective applications in image restoration and signal processing. In this paper, by 

combining the inertial technique and gradient projection method, we proposed a CQ 

projection algorithm combined with the conjugate gradient method to solve the split 

feasibility problem in Hilbert spaces. Polyak’s step size is used to improve the running time 

in the case of large-scale problems. Unlike the existing conjugate gradient projection 

methods, our new method is designed such that our algorithm only needs to compute one 

value of the objective function and one value of the gradient in each iteration. With suitable 

assumptions, we show that the algorithm converges weakly to a solution of the problem. Our 

method extends and improves on some recent results in this field. As an example application, 

we examine the performance of our method on the signal processing problem with synthetic 

data. The results of numerical simulations in the sparse recovery problem and the comparison 

with known algorithms show the effectiveness of the proposed algorithm. 
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Tóm tắt. Bài toán chấp nhận tách là bài toán tối ưu lồi. Bài toán này đang được nghiên cứu 

mạnh vì những ứng dụng hiệu quả của nó trong xử lý ảnh và xử lý tín hiệu. Trong bài báo 

này, chúng tôi đề xuất một thuật toán dạng chiếu CQ kết hợp với phương pháp gradient liên 

hợp để giải bài toán chấp nhận tách trong không gian Hilbert. Cỡ bước Polyak được sử dụng 

để giảm thời gian chạy trong trường hợp bài toán có số chiều lớn. Thuật toán của chúng tôi 

chỉ cần tính một lần giá trị của hàm và đạo hàm trong mỗi bước lặp. Với các giả thiết phù 

hợp, chúng tôi đã chứng minh được rằng thuật toán hội tụ yếu đến một nghiệm của bài toán 

chấp nhận tách. Phương pháp của chúng tôi mở rộng và cải tiến một số kết quả gần đây theo 

hướng nghiên cứu này. Các kết quả số trong bài toán khôi phục thưa và sự so sánh với các 

thuật toán đã biết chỉ ra tính hữu hiệu của thuật toán đề xuất. 

 

Từ khóa: Bài toán chấp nhận tách, phương pháp gradient liên hợp, cỡ bước Polyak, phương 

pháp CQ, hội tụ yếu, bài toán khôi phục thưa. 

 2023 Trường Đại học Giao thông vận tải 

1. ĐẶT VẤN ĐỀ 

Cho 𝐶, 𝑄 lần lượt là các tập con lồi đóng khác rỗng của các không gian Hilbert thực ℋ1, ℋ2. 

Không mất tính tổng quát, trong các không gian Hilbert này, ta ký hiệu tích vô hướng là 〈. , . 〉, 
chuẩn cảm sinh là ‖. ‖, toán tử đồng nhất là 𝐼, và 𝐴: ℋ1 →  ℋ2 là toán tử tuyến tính bị chặn, 𝐴∗ 

là toán tử liên hợp của 𝐴. Bài toán chấp nhận tách (Split feasibility problems, viết tắt là bài toán 

SFP) là bài toán  
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  tìm điểm 𝑥∗ ∈ 𝐶 sao cho 𝐴𝑥∗ ∈ 𝑄.                                      (1) 

Ký hiệu tập nghiệm của bài toán là 𝛺, tức là 

𝛺 = {𝑥∗ ∈ 𝐶: 𝐴𝑥∗ ∈ 𝑄}. 

Bài toán chấp nhận tách do Censor và Elfving [1] đưa ra lần đầu tiên vào năm 1994, có nhiều 

ứng dụng trong xử lý tín hiệu, xử lý ảnh,… (ví dụ xem trong [1-12]). Cụ thể, xét một phép biến 

đổi tuyến tính như sau: 𝑦 = 𝐴𝑥, với 𝐴 là ma trận lấy mẫu kích thước 𝑀 × 𝑁, véc tơ 𝑥 là tín hiệu 

gốc có kích thước 𝑁, và 𝑦 là véc tơ đo đạc được có kích thước là 𝑀. Thông thường, 𝑀 nhỏ hơn 

𝑁 rất nhiều, làm thế nào để khôi phục lại 𝑥 khi biết 𝑦 và 𝐴? Ta biết rằng, trong trường hợp này, 

ta có 𝑀 phương trình để tìm 𝑁 nghiệm, nhưng 𝑀 nhỏ hơn 𝑁 nên sẽ không có nghiệm duy nhất. 

Ta có thể minh họa trường hợp trên bằng phép biến đổi Fourier rời rạc (Discrete Fourier 

Transform) với 𝑦 chỉ lấy 𝑀 tần số trong số 𝑁 tần số từ phép biến đổi Fourier đầy đủ. Câu hỏi 

đặt ra là liệu có thể khôi phục lại được tín hiệu 𝑥 chỉ từ 𝑀 tần số của tín hiệu 𝑦 đo được? Điều 

thú vị là E. Candes, J. Romberg và T. Tao trong công trình [13] đã cho thấy câu trả lời cho câu 

hỏi trên là khẳng định trong trường hợp 𝑥 là tín hiệu thưa (sparse), tức là 𝑥 có độ dài 𝑁 chỉ chứa 

𝑙 phần tử khác không. Cho tín hiệu thưa 𝑥 có chiều dài 𝑁, trong đó bao gồm 𝑙 phần tử khác 

không và 𝑁 − 𝑙 phần tử còn lại, được xem như là bằng không. Thông qua phép chiếu với ma 

trận lấy mẫu 𝐴 ta có véc tơ đo đạc 𝑦: 

𝑦 =  𝐴. 𝑥 +  𝜂, 

trong đó 𝜂 là hàm nhiễu Gauss có trung bình bằng không và phương sai 𝜎2. 

Để khôi phục tín hiệu gốc 𝑥̅, vấn đề được đưa ra là giải quyết bài toán tối ưu hóa cực tiểu: 

                         𝑥̅ = min
𝑥

||𝑥||1    với   ||𝑦 −  𝐴𝑥||2
2 ≤  𝜀.                     (2) 

Ta biết rằng bài toán (2) tương đương với bài toán sau: 

                                     𝑥̅ = min
𝑥

||𝑦 −  𝐴𝑥||2
2  với ||𝑥||1 ≤ 𝑡,                     (3) 

với 𝑡 là số thực dương thích hợp. 

      Nếu ta đặt 𝐶 = {𝑥 ∈ ℋ1: ||𝑥||1 ≤ 𝑡}, 𝑄 = {𝑦} thì việc giải bài toán (3) có thể quy về 

giải bài toán SFP (1). Bài toán chấp nhận tách ban đầu được Censor và Elfving nghiên cứu trong 

không gian hữu hạn chiều, sau đó được nhiều nhà toán học khác nghiên cứu trong không gian vô 

hạn chiều (chẳng hạn xem trong các bài báo cùng các trích dẫn liên quan [2,5,6,8,9,11,12,14-19]). 

Phương pháp lặp phổ biến nhất để giải bài toán SFP là thuật toán CQ do Byrne đề xuất 

trong [3]. Phương pháp này là trường hợp đặc biệt của thuật toán chiếu gradient trong bài toán 

tối ưu lồi với giá trị tối ưu 0: 

min
𝑥∈𝐶

𝑓(𝑥) ≔
1

2
‖𝐴𝑥 − 𝑃𝑄𝐴𝑥‖

2
. 

Như ta đã biết hàm 𝑓 là lồi khả vi và ∇𝑓(𝑥) = 𝐴∗(𝐼 − 𝑃𝑄)𝐴𝑥, 𝑥 ∈ ℋ1 là đơn điệu mạnh 

ngược với hằng số 
1

‖𝐴‖2 , nghĩa là: 

〈∇𝑓(𝑥) − ∇𝑓(𝑦), 𝑥 − 𝑦〉 ≥
1

‖𝐴‖2
‖∇𝑓(𝑥) − ∇𝑓(𝑦)‖2        ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℋ1. 

Tuy nhiên, thuật toán CQ đòi hỏi phải biết chuẩn của toán tử tuyến tính bị chặn, điều này 

rõ ràng không dễ trong tính toán. Vì vậy, các phương pháp tự thích ứng đã được đề xuất, xem 

chẳng hạn trong [9,18,20,21]. Đáng chú ý là López và cộng sự trong bài báo [9] đã xây dựng 
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một phương pháp chọn cỡ bước sao cho khi áp dụng thuật toán CQ thì không yêu cầu thông 

tin về chuẩn của toán tử. Lưu ý rằng phương pháp CQ chỉ thu được hội tụ yếu trong không 

gian Hilbert. Về các kết quả thú vị khác liên quan đến bài toán chấp nhận tách, có thể xem 

trong bài khảo cứu của Ansari và Rehan [22] và các kết quả gần đây trong [5,7,11,15-17,19].  

Năm 2022, Huang và Liu [7] đã kết hợp thuật toán gradient đa bước của Kesornprom, 

Pholasa và Cholamjiak [8] và phương pháp gradient liên hợp của Sakurai và Iiduka [23] để đề 

xuất một thuật toán gradient liên hợp mới giải bài toán SFP và đưa ra một ứng dụng trong lĩnh 

vực xử lý tín hiệu. Tuy nhiên qua nghiên cứu kỹ bài báo này chúng tôi thấy có một số nhược 

điểm như sau: Khối lượng tính toán còn khá lớn (tính hai lần giá trị của hàm và gradient); 

phần chứng minh sự hội tụ của thuật toán có lỗ hổng từ sau công thức (19) (chỉ có thể suy ra 

dãy lặp là đơn điệu tựa Féjer chứ không thể đơn điệu Féjer như bài báo đã chỉ ra); giả thiết 

(C4) không đủ để đảm bảo các đại ượng 𝑀 và 𝑀̂ là hữu hạn. Dựa trên những phân tích đó, 

trong bài báo này chúng tôi đề xuất một thuật toán CQ với hướng gradient liên hợp mới và 

chứng minh sự hội tụ yếu của thuật toán đó. Thuật toán của chúng tôi khắc phục được các 

hạn chế của Thuật toán 1 trong [7], đồng thời cho một phương pháp hợp nhất các thuật toán 

dạng CQ sử dụng cỡ bước Polyak được trình bày trong các nghiên cứu gần đây, như trong 

[9,18,24]. 

Phần còn lại của bài báo được tổ chức như sau: Phần đầu của Mục 2 trình bày một số kết 

quả cơ bản để sử dụng cho việc chứng minh, phân tích hội tụ của thuật toán CQ với hướng 

gradient liên hợp trong phần sau của mục này. Kết quả số giải bài toán LASSO minh họa tính 

hiệu quả của thuật toán do chúng tôi đề xuất. Phần 3 là kết luận của bài báo. 

2. NỘI DUNG CHÍNH 

2.1. Kiến thức chuẩn bị 

   Cho dãy {𝑥𝑘} ⊂ ℋ1 và 𝐶 là tập con lồi đóng khác rỗng của ℋ1. Sự hội tụ mạnh (tương 

ứng, yếu) của dãy {𝑥𝑘} tới 𝑥 được kí hiệu là 𝑥𝑘 → 𝑥 (tương ứng 𝑥𝑘 ⇀ 𝑥).  Ta kí hiệu 𝜔𝑤(𝑥𝑘) 

là tập tất cả các điểm tụ yếu của {𝑥𝑘}: 

          𝜔𝑤(𝑥𝑘)  ≔ {𝑥 ∈  ℋ1:  𝑥𝑘𝑗  ⇀ 𝑥 với mỗi dãy con {𝑘𝑗} của  {𝑘}}. 

   Với mỗi 𝑥 ∈ ℋ1, tồn tại một điểm gần 𝑥 nhất trong 𝐶, kí hiệu 𝑃𝐶(𝑥) sao cho 

‖𝑥 − 𝑃𝐶𝑥‖ = 𝑚𝑖𝑛{‖𝑥 − 𝑦‖:  𝑦 ∈ 𝐶}.  

   𝑃𝐶 được gọi là phép chiếu metric của ℋ1 lên 𝐶. Tính chất cơ bản của 𝑃𝐶 được cho trong 

Bổ đề 2.1. 

Bổ đề 2.1. 𝑃𝐶 thỏa mãn các bất đẳng thức sau: 

(i) 〈𝑥 − 𝑃𝐶(𝑥),   𝑦 − 𝑃𝐶(𝑥)〉 ≤ 0 , ∀𝑥 ∈ ℋ1, 𝑦 ∈ 𝐶; 
(ii) ‖𝑃𝐶(𝑥) − 𝑦‖2 ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖2 − ‖𝑥 − 𝑃𝐶𝑥‖2,   ∀𝑥 ∈ ℋ1, 𝑦 ∈ 𝐶. 

Để chứng minh sự hội tụ của thuật toán đề xuất, ta cần khái niệm và kết quả sau. 

Định nghĩa 2.1. ([25]) Dãy {𝑥𝑘} ⊂ ℋ1 gọi là đơn điệu tựa Féjer đối với tập 𝑆 nếu tồn tại số 

𝑁1 ∈ ℕ sao cho với mọi 𝑧 ∈ 𝑆: ‖𝑥𝑘+1 − 𝑧‖2 ≤ ‖𝑥𝑘 − 𝑧‖2 + 𝜎𝑘 với mọi 𝑘 ≥ 𝑁1, trong đó 𝜎𝑘 là 

dãy số dương sao cho ∑ 𝜎𝑘 < ∞∞
𝑘=0 . 

Bổ đề 2.2. ([25]) Cho ℋ1 là không gian Hilbert thực và {𝑥𝑘} ⊂ ℋ1 là đơn điệu tựa Féjer 

đối với tập lồi đóng khác rỗng 𝑆 ⊂ ℋ1. Khi đó 
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(i) Với mỗi 𝑧 ∈ 𝑆, tồn tại giới hạn lim
𝑘→∞

‖𝑥𝑘 − 𝑧‖, 

(ii) Nếu mỗi điểm tụ yếu của {𝑥𝑘} thuộc 𝑆 thì tồn tại 𝑥̅  ∈ 𝑆 sao cho {𝑥𝑘} hội tụ yếu đến 

𝑥̅. 

 

2.2. Thuật toán và sự hội tụ 

2.2.1.  Thuật toán CQ tự thích ứng với hướng gradient liên hợp 

Trong phần này chúng tôi sẽ đề xuất thuật toán CQ quán tính với hướng gradient liên hợp 

để giải bài toán chấp nhận tách (1). 

•  Thuật toán 2.1. (Thuật toán CQ tự thích ứng với hướng gradient liên hợp) 

Bước khởi tạo: Lấy 𝜀 > 0; 0 ≤ 𝜃 < 1 và các dãy dương {𝜌𝑘}, {𝜀𝑘}, {𝛽𝑘}, {𝜃𝑘} sao cho 

0 < 𝜌𝑘 < 4, 0 < 𝜃𝑘 , 𝛽𝑘 < 1 và ∑ 𝜀𝑘 < ∞∞
𝑘=0 ,  ∑ 𝛽𝑘 < ∞∞

𝑘=0 .  Lấy tùy ý 𝑥0, 𝑥1, 𝑑0 trong ℋ1 và 

đặt 𝑘 = 1. 

Bước k: Tính  

𝛼𝑘 = {
 min {𝜃,

𝜀𝑘

‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1‖
}    nếu 𝑥𝑘 ≠ 𝑥𝑘−1,

    𝜃                                        nếu 𝑥𝑘 = 𝑥𝑘−1.

 

𝑤𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1),                                                (4) 

                   𝜆𝑘 = 𝜌𝑘
𝑓(𝑤𝑘)

||𝛻𝑓(𝑤𝑘)||2+𝜃𝑘
,                   (5) 

                      𝑑𝑘+1 = −𝜆𝑘∇𝑓(𝑤𝑘) + 𝛽𝑘𝑑𝑘, 

    𝑥𝑘+1 = 𝑃𝐶(𝑤𝑘 + 𝑑𝑘+1).          (6) 

Nếu  𝑓(𝑥𝑘+1) < 𝜀 thì dừng thuật toán và 𝑥𝑘+1 là nghiệm của bài toán. Trái lại, tăng 𝑘 ≔
𝑘 + 1 và tính như bước 𝑘. 

Nhận xét 2.1. (1) Từ cách xác định 𝛼𝑘 trong Thuật toán 2.1 ta suy ngay ra rằng 

∑ 𝛼𝑘‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1‖ ≤ 𝜀𝑘 < ∞∞
𝑘=0 . 

(2) Trường hợp 𝛼𝑘 = 0 và 𝑑𝑘 = 0 thì thuật toán trên quy về Thuật toán 3.1 của López và 

cộng sự [9]. Nếu 𝑑𝑘 = 0 thì ta nhận được phương pháp CQ quán tính đã nghiên cứu trong 

[6,24]. Thuật toán của chúng tôi cải tiến của Huang và Liu [7] thể hiện ở hai điểm. Một là khối 

lượng tính toán giảm, chỉ phải tính giá trị của hàm và gradient một lần trên mỗi bước lặp. Hai 

là chúng tôi dùng phương pháp quán tính để tăng tốc thuật toán. 

2.2.2.  Phân tích sự hội tụ 

Để chứng minh sự hội tụ của Thuật toán 2.1 ta cần các giả thiết sau: 

(C1)  inf
𝑘

𝜌𝑘(4 − 𝜌𝑘) > 0, 

(C2) {𝑥𝑘} và {(𝐼 − 𝑃𝑄)𝐴𝑤𝑘} là hai dãy bị chặn. 

Nhận xét 2.2. Nếu tập 𝐶 là tập bị chặn thì do {𝑥𝑘} ⊂ 𝐶 nên vế trước của điều kiện (C2) 

hiển nhiên thỏa mãn. Chú ý nếu dãy {𝑥𝑘} bị chặn thì dẫn đến {𝑤𝑘} bị chặn. Vì thế nếu xét 

không gian Hilbert hữu hạn chiều thì vì 𝐼 − 𝑃𝑄 là ánh xạ không giãn nên ta cũng có 

{(𝐼 − 𝑃𝑄)𝐴𝑤𝑘} bị chặn. Do đó, điều kiện (C2) không hề khiên cưỡng vì trong các ví dụ thực tế 

như bài toán xử lý tín hiệu, hình ảnh thưa, ta xét tập bị chặn 𝐶 là quả cầu chuẩn 1, tức là  
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𝐶 = {𝑥 ∈ ℋ1: ||𝑥||1 ≤ 𝑡}, 

trong đó 𝑡 là số thực dương. 

Định lý 2.1. Giả sử các điều kiện (C1) và (C2) được thỏa mãn và {𝑥𝑘} là dãy sinh bởi 

Thuật toán 2.1. Khi đó dãy {𝑥𝑘} sẽ hội tụ yếu đến một phần tử của 𝛺.  

Chứng minh: 

   Từ cách chọn 𝛽𝑘 ta suy ra tồn tại 𝑘0 sao cho 𝛽𝑘 ≤
1

2
 với mọi 𝑘 ≥ 𝑘0. Không giảm tổng 

quát, ta có thể coi ||∇𝑓(𝑤𝑘)|| ≥ 𝜀 với mọi 𝑘 ≥ 𝑘0. Theo (C2) ta suy ra tồn tại 𝑀1 > 0 sao cho  

𝑓(𝑤𝑘) =
1

2
||(𝐼 − 𝑃𝑄)𝐴𝑤𝑘||2 ≤ 𝑀1. 

Ta sẽ chỉ ra bằng quy nạp rằng dãy {𝑑𝑘} bị chặn. Thật vậy, giả sử ||𝑑𝑘|| ≤ 𝑀 với 𝑘 nào đó 

(𝑘 ≥ 𝑘0). Từ (5) ta thấy  

𝜆𝑘‖∇𝑓(𝑤𝑘)‖ = 𝜌𝑘
𝑓(𝑤𝑘)‖∇𝑓(𝑤𝑘)‖

||𝛻𝑓(𝑤𝑘)||2+𝜃𝑘
<

4𝑀1√2𝑀1

𝜀
||𝐴∗||. 

Vì thế sup
𝑘

𝜆𝑘‖∇𝑓(𝑤𝑘)‖ < ∞. Đặt  

𝑀 = max
𝑘

{||𝑑𝑘||,2 sup
𝑘

𝜆𝑘‖∇𝑓(𝑤𝑘)‖} < ∞. 

Khi đó  

||𝑑𝑘+1|| = || − 𝜆𝑘∇𝑓(𝑤𝑘) + 𝛽𝑘𝑑𝑘|| ≤ 𝜆𝑘||∇𝑓(𝑤𝑘)|| + 𝛽𝑘||𝑑𝑘|| ≤ 𝑀. 

Tiếp theo ta chứng minh rằng với mọi 𝑧 ∈ 𝛺 ta có: 

 ‖𝑥𝑘+1 − 𝑧‖2 ≤ ‖𝑤𝑘 − 𝑧‖2 − 𝜌𝑘(4 − 𝜌𝑘)
𝑓2(𝑤𝑘)

‖∇𝑓(𝑤𝑘)‖
2 + 𝛽𝑘𝑀2, 

trong đó 𝑀2 = sup
𝑘

2 〈𝑤𝑘 − 𝜆𝑘∇𝑓(𝑤𝑘)+
1

2
𝛽𝑘𝑑𝑘 − 𝑧, 𝑑𝑘〉 . 

Ta có  

‖𝑤𝑘 − 𝜆𝑘∇𝑓(𝑤𝑘) − 𝑧‖2 = ‖𝑤𝑘 − 𝑧‖2 + 𝜆𝑘
2‖∇𝑓(𝑤𝑘)‖2 

+2𝜆𝑘〈𝑧 − 𝑤𝑘, ∇𝑓(𝑤𝑘)〉           (7) 

và  

〈 ∇𝑓(𝑤𝑘), 𝑤𝑘 − 𝑧〉 = 〈(𝐼 − 𝑃𝑄)𝐴𝑤𝑘, 𝐴𝑤𝑘 − 𝐴𝑧〉 

         =  〈(𝐼 − 𝑃𝑄)𝐴𝑤𝑘 − (𝐼 − 𝑃𝑄)𝐴𝑧, 𝐴𝑤𝑘 − 𝐴𝑧〉 

        ≥  ‖(𝐼 − 𝑃𝑄)𝐴𝑤𝑘‖
2

= 2𝑓(𝑤𝑘).  (8) 

Từ (7), (8) ta có 

‖𝑤𝑘 − 𝜆𝑘∇𝑓(𝑤𝑘) − 𝑧‖2 ≤ ‖𝑤𝑘 − 𝑧‖2 + 𝜆𝑘
2‖∇𝑓(𝑤𝑘)‖2 − 4𝜆𝑘𝑓(𝑤𝑘) 

                = ‖𝑤𝑘 − 𝑧‖2+(𝜌𝑘
𝑓(𝑤𝑘)

‖∇𝑓(𝑤𝑘)‖
)

2

− 4𝜌𝑘
𝑓2(𝑤𝑘)

‖∇𝑓(𝑤𝑘)‖
2 

                ≤ ‖𝑤𝑘 − 𝑧‖2 − 𝜌𝑘(4 − 𝜌𝑘)
𝑓2(𝑤𝑘)

‖∇𝑓(𝑤𝑘)‖
2 . 

Từ đó 

‖𝑥𝑘+1 − 𝑧‖2 ≤ ‖𝑤𝑘 − 𝜆𝑘∇𝑓(𝑤𝑘) + 𝛽𝑘𝑑𝑘 − 𝑧‖2 
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= ‖𝑤𝑘 − 𝜆𝑘∇𝑓(𝑤𝑘) − 𝑧‖2 + 2𝛽𝑘〈𝑤𝑘 − 𝜆𝑘∇𝑓(𝑤𝑘) − 𝑧, 𝑑𝑘〉 +  𝛽𝑘
2||𝑑𝑘||2 

≤ ‖𝑤𝑘 − 𝑧‖2 − 𝜌𝑘(4 − 𝜌𝑘)
𝑓2(𝑤𝑘)

‖∇𝑓(𝑤𝑘)‖2
+ 2𝛽𝑘〈𝑤𝑘 − 𝜆𝑘∇𝑓(𝑤𝑘) − 𝑧, 𝑑𝑘〉 +  𝛽𝑘

2||𝑑𝑘||2 

= ‖𝑤𝑘 − 𝑧‖2 − 𝜌𝑘(4 − 𝜌𝑘)
𝑓2(𝑤𝑘)

‖∇𝑓(𝑤𝑘)‖2
+ 2 〈𝑤𝑘 − 𝜆𝑘∇𝑓(𝑤𝑘)+

1

2
𝛽𝑘𝑑𝑘 − 𝑧, 𝛽𝑘𝑑𝑘〉 

= ‖𝑤𝑘 − 𝑧‖2 − 𝜌𝑘(4 − 𝜌𝑘)
𝑓2(𝑤𝑘)

‖∇𝑓(𝑤𝑘)‖2
+ 2𝛽𝑘 〈𝑤𝑘 − 𝜆𝑘∇𝑓(𝑤𝑘)+

1

2
𝛽𝑘𝑑𝑘 − 𝑧, 𝑑𝑘〉

≤ ‖𝑤𝑘 − 𝑧‖2 − 𝜌𝑘(4 − 𝜌𝑘)
𝑓2(𝑤𝑘)

‖∇𝑓(𝑤𝑘)‖2
+ 𝛽𝑘𝑀2, 

trong đó 𝑀2 = sup
𝑘

2 〈𝑤𝑘 − 𝜆𝑘∇𝑓(𝑤𝑘)+
1

2
𝛽𝑘𝑑𝑘 − 𝑧, 𝑑𝑘〉 . 

Do vậy 

‖𝑥𝑘+1 − 𝑧‖2 ≤ ‖𝑤𝑘 − 𝑧‖2 − 𝜌𝑘(4 − 𝜌𝑘)
𝑓2(𝑤𝑘)

‖∇𝑓(𝑤𝑘)‖
2 + 𝛽𝑘𝑀2, 

= (‖𝑥𝑘 − 𝑧‖ + 𝛼𝑘‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1‖)2 − 𝜌𝑘(4 − 𝜌𝑘)
𝑓2(𝑤𝑘)

‖∇𝑓(𝑤𝑘)‖
2 + 𝛽𝑘𝑀2. 

Do đó 

‖𝑥𝑘+1 − 𝑧‖2 ≤ ‖𝑥𝑘 − 𝑧‖2 + 2‖𝑥𝑘 − 𝑧‖𝛼𝑘‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1‖ +(𝛼𝑘‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1‖ )2            

                                                                      −𝜌𝑘(4 − 𝜌𝑘)
𝑓2(𝑤𝑘)

‖∇𝑓(𝑤𝑘)‖
2 + 𝛽𝑘𝑀2,                   (9) 

và            

𝜌𝑘(4 − 𝜌𝑘)
𝑓2(𝑤𝑘)

‖∇𝑓(𝑤𝑘)‖
2 ≤ ‖𝑥𝑘 − 𝑧‖2 − ‖𝑥𝑘+1 − 𝑧‖2 + 2‖𝑥𝑘 − 𝑧‖𝛼𝑘‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1‖   

                                                                +(𝛼𝑘‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1‖ )2 + 𝛽𝑘𝑀2.                  (10) 

Vì dãy {𝑥𝑘} bị chặn nên kết hợp với Nhận xét 2.1, bất đẳng thức (9) ta thấy rằng dãy này 

là dãy đơn điệu tựa Féjer đối với tập nghiệm. Khi đó theo Bổ đề 2.2 với 

𝜎𝑘 = 2‖𝑥𝑘 − 𝑧‖𝛼𝑘‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1‖+(𝛼𝑘‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1‖ )2 + 𝛽𝑘𝑀2, 

ta suy ra tồn tại lim
𝑘→∞

‖𝑥𝑘 − 𝑧‖ và khi đó chuyển qua giới hạn trong (10) ta được 

lim
𝑘→∞

𝜌𝑘(4 − 𝜌𝑘)
𝑓2(𝑤𝑘)

‖∇𝑓(𝑤𝑘)‖2
= 0. 

Với giả thiết (C1) ta suy ra  

lim
𝑘→∞

𝑓2(𝑤𝑘)

‖∇𝑓(𝑤𝑘)‖
2 = 0.                             (11) 

Vì ∇𝑓 là Lipschitz nên ta có 

‖∇𝑓(𝑤𝑘)‖ = ‖∇𝑓(𝑤𝑘) − ∇𝑓(𝑧)‖ ≤ ‖𝐴‖2‖𝑤𝑘 − 𝑧‖  ∀𝑧 ∈ 𝛺. 
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Từ đây ta suy ra dãy {∇𝑓(𝑤𝑘)} bị chặn (hoặc có thể lập luận như phần đầu của chứng minh 

để suy ra ‖∇𝑓(𝑤𝑘)‖ ≤ √2𝑀1||𝐴∗||). Từ đó kết hợp với (11) ta đi đến 

lim
𝑘→∞

𝑓(𝑤𝑘) = 0.                                               (12) 

Ta sẽ chỉ ra rằng 𝜔𝑤(𝑥𝑘) ⊂ 𝛺 . Lấy tùy ý  𝑥̅  ∈ 𝜔𝑤(𝑥𝑘) . Do dãy {𝑥𝑘} bị chặn nên tồn tại 

một dãy con {𝑥𝑘𝑙} hội tụ yếu đến 𝑥̅. Mặt khác theo thuật toán thì 𝑤𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1) 

nên  

                            ‖𝑤𝑘 − 𝑥𝑘‖ = ‖𝛼𝑘(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)‖ ≤ 𝜀𝑘 → 0.                         (13) 

Từ (13) suy ra 𝑤𝑘𝑙 ⇀ 𝑥 ̅ ∈ 𝐶. Do  𝑓(𝑥) là hàm lồi nửa liên tục dưới yếu và 𝑤𝑘𝑙 ⇀ 𝑥̅, từ 

(12) suy ra  

𝑓(𝑥̅) ≤ lim
𝑘→∞

inf 𝑓( 𝑤𝑘𝑙) = 0. 

Vậy ta có 𝐴𝑥 ̅ ∈ 𝑄.  Điều này dẫn đến  𝑥̅ ∈ 𝛺. Vì 𝑥̅ được chọn bất kỳ thuộc 𝜔𝑤(𝑥𝑘) 

nên𝜔𝑤(𝑥𝑘) ⊂ 𝛺. Theo Bổ đề 2.2 ta có điều cần chứng minh.    

 

Nhận xét 2.3.  Kết quả hội tụ trên của chúng tôi đã mở rộng và cải tiến các kết quả trong [6-

9,24]. Chứng minh sự hội tụ của thuật toán đề xuất của chúng tôi cũng khác với các kết quả 

khác có sử dụng kỹ thuật quán tính [6,16-19]. 

 

Nhận xét 2.4. Nếu 𝛽𝑘 = 0 với mọi 𝑘 thì trong chứng minh của Định lý 2.1 sẽ không còn xuất 

hiện số hạng 𝛽𝑘 〈𝑤𝑘 − 𝜆𝑘∇𝑓(𝑤𝑘)+
1

2
𝛽𝑘𝑑𝑘 − 𝑧, 𝑑𝑘〉, vì thế điều kiện (C2) là không cần thiết 

nữa. 

2.3. Kết quả số 

   Trong phần này, chúng tôi xét bài toán LASSO sau đây: 

min
𝑥∈𝑅𝑛

1

2
‖𝐴𝑥 − 𝑏‖2

2  sao cho   ‖𝑥‖1 ≤ 𝑡,  (14) 

trong đó 𝑏 ∈ 𝑅𝑚 là tín hiệu quan sát được với nhiễu 𝜂,  𝑥 ∈ 𝑅𝑛 là tín hiệu cần khôi phục, 

𝐴 (𝑚 × 𝑛) là ma trận lấy mẫu. Nói chung 𝐴 là ma trận điều kiện xấu. Đặt  

𝐶 ≔ {𝑥:    ‖𝑥‖1 ≤ 𝑡} và 𝑄 = {𝑏} 

 thì bài toán tối ưu có ràng buộc (14) quy về bài toán chấp nhận tách (1). 

Ta chọn dữ liệu như sau. Véc tơ 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 là một 𝑙-tín hiệu thưa được sinh ra từ phân phối 

Gauss với 𝑙 phần tử khác 0 được chọn ngẫu nhiên. Ma trận 𝐴 (𝑚 × 𝑛) được sinh ra từ phân 

phối chuẩn với giá trị kỳ vọng bằng 0, phương sai bằng 1. Chúng ta sẽ so sánh Thuật toán 2.1 

(CGCQ) với thuật toán CQ [9] (Lopez et al. algorithm), thuật toán gia tốc của Gibali-Mai-Vinh 

(iCQ) [6], Thuật toán 1 của Kesornprom et al. [8] (CQ-gradient) và Thuật toán 1 của Huang-

Liu [7] (CGCQ-gradient). Véc tơ quan sát được 𝑏 = 𝐴𝑥 + 𝜂, với nhiễu Gauss trắng 𝜂 có 

phương sai bằng 1. Ta lấy 
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𝑚 = 2048, 𝑛 =  4096 , 𝑙 = 160  (số thành phần khác 0), 

𝜖𝑘 = 𝛽𝑘 =  
1

𝑘1.1 , 𝜌𝑘 = 3.9,   𝜃 = 0.6 

và cùng điểm khởi tạo 𝑥0 = (0, … ,0) cho cả 3 thuật toán. 

Tham số quán tính trong Thuật toán 2.1 và Thuật toán 1 của Gibali-Mai-Vinh được chọn 

như sau: 

𝛼𝑘 = {
𝜃,                                                       𝑥𝑘 = 𝑥𝑘−1,

min {𝜃,
1

𝑘1.1‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1‖2
} , 𝑥𝑘 ≠ 𝑥𝑘−1  .

 

   Các thuật toán dừng khi sai số bình phương trung bình  

MSE =
1

𝑛
‖𝑥𝑘 − 𝑥‖2 < 10−6 

hoặc khi số bước lặp đạt đến 1000.   Tín hiệu 𝑥 được khôi phục bằng cách giải bài toán LASSO 

(14). Các kết quả số được tính toán trên ngôn ngữ Matlab 2016a. Dưới đây, Hình 1 và Hình 2 

minh họa kết quả số cho trường hợp 𝑚 = 2048, 𝑛 =  4096, 𝑙 = 160; Hình 3 và Hình 4 minh 

họa thêm kết quả số cho trường hợp 𝑚 = 512, 𝑛 =  1024, 𝑙 = 40. 

  

Hình 1. Tín hiệu gốc và tín hiệu quan sát được với 𝑚 = 2048, 𝑛 = 4096, 𝑙 = 160. 

  

Hình 2. Tín hiệu khôi phục và so sánh MSE (thời gian tính toán (giây)) trong trường hợp 1. 
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Hình 3. Tín hiệu gốc và tín hiệu quan sát được với 𝑛 = 1024, 𝑚 = 512, 𝑙 = 40.  

 

  

Hình 4. Tín hiệu khôi phục và so sánh MSE (thời gian tính toán (giây)) trong trường hợp 2. 

 

Quan sát các kết quả số chúng tôi thấy rằng các thuật toán đều cho kết quả khôi phục khá 

chính xác tín hiệu thưa ban đầu. Với cùng một mức sai số 𝜖 = 10−6, thuật toán của chúng tôi 

cho thời gian tính toán nhanh nhất, điều này cho thấy tính hiệu quả của việc xây dựng dãy véc 

tơ {𝑑𝑘}. Từ Hình 4 (trường hợp 2), trong sự so sánh MSE chúng ta thấy ngoài thuật toán CGCQ 

và CGCQ-gradient, các thuật toán còn lại chưa đạt đến mức sai số mặc dù đã chạy hết 1000 

bước lặp. Chúng ta cũng thấy rằng thuật toán CGCQ-gradient hiệu quả hơn khi số chiều nhỏ. 

Điều này cũng cho phép ta nhận định rằng với các thuật toán có nhiều bước tính toán cũng như 

phải tính giá trị hàm, đạo hàm nhiều lần thì thuật toán chạy tương đối chậm. 

3. KẾT LUẬN 

Trong bài báo này chúng tôi đã đề xuất một thuật toán CQ quán tính với hướng gradient 

liên hợp để giải bài toán chấp nhận tách (1) trong không gian Hilbert. Cỡ bước được tính bằng 

công thức Polyak, một phương pháp rất hiệu quả khi biết giá trị tối ưu. Chúng tôi chỉ ra rằng 

dãy sinh bởi thuật toán đề xuất hội tụ yếu đến nghiệm của bài toán chấp nhận tách. Thuật toán 

của chúng tôi đã cải tiến và mở rộng một số phương pháp CQ với cỡ bước Polyak được trình 

bày trong các nghiên cứu gần đây. Các kết quả số cho thấy tính hiệu quả khi so sánh với các 

thuật toán đã biết. 
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