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Abstract. Composite materials with two phases piezoelectric and magnetic (MEE) are widely 

used in daily life as well as in industry. The study of the physical and mechanical properties 

of this material has received a lot of attention for the past two decades in order to develop 

smart materials for many aspects in industry. MEE materials are a combination of 

piezoelectric and piezoelectric materials. Its characteristic feature is the change of 

piezoelectric mechanical properties by magnetic field and vice versa. The determination of 

physical and mechanical properties at the macroscopic material level (conductivity 

coefficient, magnetic conductivity, electro-magnetic coefficient ...) has always played an 

important role in the research, calculation and development of this material. In this article, we 

used the analytical method based on the average principle and the homogenization method to 

find out the behavior of two-phase piezoelectric and magnetic composite materials at the 

macroscopic level. Additionally, our study figured out the following formulas: calculate 

mechanical coefficients in macroscopic form: such as stiffness coefficient, piezoelectric 

coefficient, piezomagnetic coefficient, electro-magnetic coefficient in two types of materials: 

layers and fibers. 

 

Keywords: Composite two phases, materials of piezomagnetic, materials of piezoelectric, 

average priciple, homogenization method, electromechanical properties 

 2023 University of Transport and Communications  

https://doi.org/10.47869/tcsj.74.6.3


Transport and Communications Science Journal, Vol 74, Issue 6 (08/2023), 718-734 

719 

 

 

Tạp chí Khoa học Giao thông vận tải 

 

ÁP DỤNG PHƯƠNG PHÁP ĐỒNG NHẤT HÓA VẬT LIỆU DỰ BÁO 

TÍNH CHẤT CƠ ĐIỆN TỪ CỦA VẬT LIỆU TỔNG HỢP HAI PHA 

Nguyễn Tiến Thế1, Nguyễn Lương Thiện2* 

1Trường Đại học Công nghệ Giao thông vận tải, Số 54 Triều Khúc, Hà Nội, Việt Nam 

2Viện Công nghệ vũ trụ-Viện Hàn Lâm Khoa học Công nghệ Việt Nam, Số 18 Hoàng Quốc 

Việt, Hà Nội, Việt Nam 

THÔNG TIN BÀI BÁO 

CHUYÊN MỤC: Công trình khoa học 

Ngày nhận bài: 09/04/2023 

Ngày nhận bài sửa: 12/06/2023 

Ngày chấp nhận đăng: 09/08/2023 

Ngày xuất bản Online: 15/08/2023 

https://doi.org/10.47869/tcsj.74.6.3 

* Tác giả liên hệ 

Email: nguyenluongthien140686@gmail.com 

Tóm tắt. Vật liệu composite với hai pha áp điện và áp từ (MEE) được sử dụng rất nhiều trong 

đời sống hàng ngày cũng như các ngành trong công nghiệp. Việc nghiên cứu các tính chất cơ 

lý của loại vật liệu này rất được chú trọng từ hai thập kỉ nay, để phát triển những vật liệu 

thông minh ứng dụng cho nhiều ngành công nghiệp. Vật liệu MEE là sự kết hợp giữa vật liệu 

áp điện và vật liệu áp từ. Đặc tính đặc trưng của nó là sự thay đổi các tính chất cơ lý áp điện 

bởi từ trường và ngược lại. Việc xác định các tính chất cơ lý ở cấp độ vật liệu vĩ mô (hệ số 

dẫn điện, dẫn từ, hệ số điện – từ...) luôn đóng vai trò quan trọng trong việc nghiên cứu, tính 

toán và phát triển loại vật liệu này. Trong bài báo này, tác giả sử dụng phương pháp giải tích 

dựa trên nguyên lý trung bình và phương pháp đồng nhất hóa đề tìm ra ứng xử của vật liệu 

composite 2 pha áp điện và áp từ ở cấp vĩ mô. Nghiên cứu cũng đưa ra được các công thức 

tính các hệ số cơ lý ở dạng vĩ mô: như hệ số độ cứng, hệ số áp điện, hệ số áp từ hệ số điện – 

từ, ở 2 dạng vật liệu là dạng lớp và sợi. 

Từ khóa: composite 2 pha, vật liệu áp điện, vật liệu áp từ, nguyên lý trung bình, phương pháp 

đồng nhất hóa, hệ số cơ điện từ. 

 2023 Trường Đại học Giao thông vận tải 

1. ĐẶT VẤN ĐỀ  

Vật liệu composit MEE là sự kết hợp giữa 2 vật liệu áp điện và áp từ. Nói một cách 

khác, vật liệu composit MEE giới thiệu liên kết “điện – từ”. Đặc điểm chính của vật liệu này 
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là sự thay đổi độ phân cực điện được gây ra bởi từ trường. Và ngược lại, điện trường có thể 

làm thay đổi độ từ hóa của vật liệu này. Việc xác định các tính chất cơ lý ở cấp độ vật liệu vĩ 

mô (hệ số dẫn điện, dẫn từ, hệ số điện – từ...) luôn đóng vai trò quan trọng trong việc nghiên 

cứu, tính toán và phát triển loại vật liệu này. Rất nhiều phương pháp để xác định các hệ số này 

nhưng đều rất phức tạp. Li vcs [1] sử dụng phương pháp giải tích dựa trên nguyên lý trung 

bình dựa trên mô hình của Mori và Tanaka [2] kết hợp công thức của d’Eshelby để tìm được 

các công thức tính các hệ số của vật liệu đối với trường hợp vật liệu xếp lớp. Bravo vcs [3, 4] 

dựa vào phương pháp đồng nhất hóa cũng đã đưa ra được các công thức tính toán các hệ số cơ 

lý của dạng lớp. Trong các thí nghiệm vật liệu đầu tiên được thực hiện bởi Suchtelen [5] trên 

mẫu bao gồm một vật liệu áp điện có chứa các tạp chất từ giả giảo. Hệ số ghép nối, ký hiệu là 

α, duy trì ở mức thấp ở nhiệt độ phòng (0,13V.cm−1.Oe−1). Để cải thiện hệ số này, các kết hợp 

khác nhau của vật liệu áp điện và áp từ đã được xem xét. Ví dụ, các tấm mỏng và sợi dài có 

thể đạt được hệ số cao hơn so với cấu trúc xếp lớp [6]. Hơn nữa, chúng dễ sản xuất hơn và với 

chi phí sản xuất thấp hơn. Về nghiên cứu ứng xử cơ học đối các kết cấu composite áp điện đã 

được nhiều nhà khoa học trên thế giới quan tâm. Dipak Kumar Maiti [7] nghiên cứu ứng xử 

uốn và ổn định tĩnh đàn hồi của tấm composite áp điện chịu tác dụng của tải trọng cơ và nhiệt 

độ bằng phương pháp PTHH. Kết quả tính toán số cho thấy ảnh hưởng của điện thế áp đặt 

vào lớp áp điện, nhiệt độ, cách bố trí lớp vật liệu composite đến chuyển vị và ổn định của tấm 

là đáng kể. Dipak Kumar Maiti vcs [8], Dimitris Varelis vcs [9] đã thiết lập quan hệ ứng xử 

ổn định phi tuyến và nghiên cứu sau ổn định của tấm composite áp điện chịu tác dụng của tải 

trọng tĩnh và nhiệt độ. Hui-Shen Shen [10] nghiên cứu ứng xử sau ổn định của tấm composite 

áp điện trong điều kiện đầy đủ tải trọng điện - cơ - nhiệt. Kết quả cho thấy ảnh hưởng của một 

số yếu tố như nhiệt độ, điện thế và kích thước hình học của tấm đến lực tới hạn.  

Ở Việt Nam, việc nghiên cứu tính toán ứng dụng kết cấu dạng tấm, vỏ bằng vật liệu 

composite nói chung và composite áp điện nói riêng để làm cơ sở ứng dụng vào các lĩnh vực 

kỹ thuật cũng đã được nhiều nhà khoa học quan tâm nghiên cứu. Đào Huy Bích vcs [11, 12], 

Đào Văn Dũng vcs [13], Nguyễn Đình Đức vcs [14, 15] đã sử dụng phương pháp giải tích để 

nghiên cứu đáp ứng cơ học của kết cấu FGM có gân gia cường, với giả thiết gân gia cường bố 

trí phải mau, vật liệu gân đồng nhất với tấm FGM và kết cấu có dạng thành mỏng (bỏ qua 

khoảng cách giữa mặt trung hòa và mặt trung bình). Các tác giả dựa trên lý thuyết tấm cổ điển 

và lý thuyết san đều tác dụng gân của Lekhnitsky với những điều kiện biên đơn giản để giải 

bài toán. Tuy nhiên, trong thực tế các kết cấu FGM có thể có dạng đa liên kết và chỉ cần bố trí 

gân tại những vị trí xung yếu (số lượng gân ít) thì việc sử dụng phương pháp giải tích để tính 

vẫn gặp hạn chế và chưa giải quyết triệt để. Bằng phương pháp PTHH trơn, nghiên cứu điều 

khiển dao động tự do của tấm composite áp điện đã được Phan Đào Hoàng Hiệp vcs [16] đã 

phân tích ứng xử cơ học của tấm composite lớp với các lớp áp điện.  

Ngoài những ưu việt về tính chất cơ lý tính của vật liệu composite, một trong những 

đặc điểm nổi bật của loại vật liệu composite áp điện từ là sự linh hoạt trong điều khiển ứng xử 

cơ học (chuyển vị, biến dạng, dao động và ổn định) của kết cấu do sự góp mặt của vật liệu áp 

điện từ dưới các dạng khác nhau. Trong ngành giao thông vận tải, với tính chất này, vật liệu 

MEE được sử dụng cho các ứng dụng công nghệ cao như: bê tông áp điện thông minh, cảm 

biến cho phép đo dao động, máy thu năng lượng trong các công trình giao thông, cân tự động 

... Do đó, nghiên cứu về ghép điện từ, ME, đã thu hút sự chú ý của các nhà nghiên cứu. Trong 

nghiên cứu này, chúng tôi trình bày hai phương pháp mà chúng tôi sử dụng: phương pháp 

trung bình và phương pháp đồng nhất hóa. Phương pháp trung bình được sử dụng để thiết lập 

các biểu thức của các hệ số của các tenxơ hiệu quả của vật liệu tổng hợp đàn hồi. Nguyên tắc 

của phương pháp này là xét ở cấp độ vĩ mô, ứng suất và biến dạng thay đổi rất ít nhưng chứa 
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đựng những dao động đáng kể ở cấp độ vi mô. Mối quan hệ giữa hai thang đo được đảm bảo 

bằng cách xem xét mức trung bình của các trường này trên V.E.R. Bằng cách giữ lại phương 

pháp biến dạng, chúng tôi áp dụng phương pháp này cho vật liệu composite áp điện và áp 

điện từ để ước tính các quy luật hành vi cũng như các tenxơ hiệu quả của môi trường đồng 

nhất. tương đương. Chúng tôi đặc biệt nghiên cứu trường hợp vật liệu trong mỗi pha của hỗn 

hợp được giả định là đẳng hướng ngang. Các biểu thức của các hệ số hiệu quả của các vật liệu 

này được trình bày. Phương pháp đồng nhất hóa dùng để lập phương trình chuyển động trong 

môi trường đồng chất tương đương. 

2. GIỚI THIỆU VẬT LIỆU   

2.1. Hiện tượng “điện-từ” 

Từ trường H đặt trong mẫu điện - từ có độ dày h, sinh ra phân cực điện trường P bên 

trong mẫu và điện thế φ. Mặt khác, điện trường E trong mẫu này cũng sẽ sinh ra một từ 

trường H và một thế năng từ trường ʋ. Sự kết hợp giữa vật liệu áp điện (PE) và vật liệu áp từ 

(PM) tạo ra vật liệu điện – từ (MEE). Trong vật liệu này, sự xuất hiện của từ trường do biến 

dạng cơ học tạo ra. Điều này dẫn tới sự biến đổi trong vật liệu áp điện và sự phân cực điện 

được diễn ra. Ngược lại, sự xuất hiện của trường điện từ sẽ sinh ra ứng suất làm thay đổi trạng 

thái từ tính của vật liệu áp từ. Van Suchetelen vcs [17] là những người đầu tiên nghiên cứu 

hiện tượng “điện – từ” trong vật liệu composite. Mẫu thí nghiệm là vật liệu áp điện có chứa 

các sợi áp từ. 

 

Hình 1. Hiện tượng điện-từ. 

 

a. Cấu tạo dạng hạt 

 

b. Cấu tạo dạng phân lớp 

 

c. Cấu tạo dạng sợi 

Hình 2. Các dạng cấu tạo của vật liệu MEE. 

Hệ số “điện – từ” α là đặc tính của vật liệu composit MEE và là sản phẩm của sự kết 

hợp giữa hiện tượng áp điện và hiện tượng áp từ. Hệ số α phụ thuộc vào các hệ số đặc tính của 

các vật liệu thành phần, hình dạng của các lớp và số lượng của chúng, cách thức liên kết. 
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2.2. Phương trình cơ bản của vật liệu MEE 

Đối với vật liệu áp điện (PE): Sử dụng các khái niệm của Voigt [18] và các phương 

trình của Maxwell, chúng ta đưa ra được mối quan hệ điện trường – cơ học như sau [19]:  

                                                             σ = C : ε – eT.E                                            (1) 

                                                             D= e : ε + κ.E                                           (2) 

Trong đó: C và e lần lượt là hệ số độ cứng, hệ số áp điện. κ là tensor của hệ số điện môi. 

eT là chuyển vị của hệ số e. 

Ngoài ra, chúng ta có mối liên hệ giữa điện trường E và điện thế φ: 

                                                    E= -∇φ                                                       (3) 

Đối với vật liệu áp từ (PM): Một cách tương tự, chúng ta sẽ có được ứng xử vật liệu 

từ trường – cơ học trong vật liệu áp từ:  

                                                σ = C : ε – qT.H                                           (4) 

                                                B = q : ε + µ.H                                          (5) 

Trong đó: q và µ lần lượt là hệ số từ trường, hệ số từ thẩm. qT là chuyển vị của hệ số q. 

Mặt khác, chúng ta cũng có mối liên hệ giữa từ trường H và thế năng từ trường υ 

                                                  H = -∇υ                                                 (6) 

Kết hợp giữa 2 ứng xử vật liệu trong 2 pha áp điện và áp từ, chúng ta có các phương 

trình ứng xử vật liệu của vật liệu composit MEE 

                                                σ = C: ε – eT.E – qT.H                                   (7) 

                                                D = e : ε + κ.E + α.H                                   (8) 

                                                B= q : ε + αT.E + µ.H                                   (9) 

Trong đó: α là hệ số điện – từ. αT là chuyển vị của hệ số α. Hệ số α là hệ số mới của vật 

liệu, nó không xuất hiện trong ứng xử vật liệu của vật liệu PE và PM. Ngoài ra, chúng ta có 

mối liên hệ giữa biến dạng ε và chuyển vị u theo công thức sau:  

                   
1

( )
2

Tu u =  +                    (10) 

3. NGUYÊN LÝ TÍNH TOÁN HỆ SỐ CƠ LÝ CỦA VẬT LIỆU MEE 

3.1. Phương pháp đống nhất hóa 

 Vật liệu composite là vật liệu được tạo ra do sự kết hợp của nhiều vật liệu khác nhau 

trong tự nhiên. Tính chất của vật liệu phụ thuộc vào các thành phần cấu tạo. Sẽ rất khó để xét 

đến ảnh hưởng của các vật liệu thành phần đến việc xác định tính chất, đặc tính của vật liệu 

tổng hợp. Để xác định tính chất của vật liệu không đồng nhất, chúng ta sẽ sử dụng phương 

pháp đồng nhất hóa hay còn gọi là thuần nhất hóa. Cần phải tạo ra mối liên hệ giữa các tính 

chất được gây ra bởi sự không đồng nhất ở cấp độ vi mô và vật liệu ở thang đo vĩ mô. Đồng 

nhất hóa là một phương pháp có thể đạt được sự chuyển đổi quy mô này [20]. 
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Vật liệu không đồng nhất 

 

 

 

 

Vật liệu đồng nhất tương đương 

Hình 3. Phương pháp đồng nhất hóa. 

  

 Vật liệu sau khi đồng nhất hóa phải có đầy đủ các tính chất của các vật liệu không đồng 

nhất. Đồng nhất hóa là quá trình thay thế các vật liệu không đồng nhất bằng một vật liệu 

thuần nhất ở thang vĩ mô. Mục tiêu của quá trình đó là tạo ra một vật liệu tương đương với tất 

cả các vật liệu cấu thành. Hơn nữa, phương pháp đồng nhất hóa cũng sẽ đưa ra được ứng xử 

vật liệu cũng như các hệ số đặc tính của vật liệu đồng nhất tương đương. Xét một vật liệu 

composit 2 pha : áp điện và áp từ, với thể tích là V(x), việc đồng nhất hóa nhằm mục đích tìm 

ra mối quan hệ giữa biến dạng cơ học, điện trường và từ trường trung bình trên thể tích V với 

ứng suất cơ học, cảm ứng điện trường, cảm ứng từ. Các mối quan hệ đó chính là ứng xử vật 

liệu của vật liệu đồng nhất hóa mà chúng ta cần tìm.Mục tiêu của quá trình đồng nhất hóa là 

thay thế một vật liệu không đồng nhất bằng một môi trường đồng nhất. Để thực hiện được quá 

trình đồng nhất hóa, người ta đưa ra khái niệm REV. REV được hình thành từ tập hợp các 

thành phần của các vật liệu thành phần. Nó như một mẫu được lấy ra để thực hiện các thí 

nghiệm. 

 

Hình 4. REV. 

Kích thước l của REV phải thỏa mãn 2 điều kiện sau :Lớn hơn rất nhiều lần kích thước 

đặc trưng của các thành phần vật liệu (d) để có thể coi là đại diện ở dạng cấu trúc vi mô của 

vật liệu. Nhỏ hơn rất nhiều lần kích thước của kết cấu (L) để có thể coi cấu trúc như một môi 

trường đồng nhất. Trong suốt quá trình nghiên cứu này, dạng hình học của REV sẽ tuần hoàn. 

Những dạng cấu trúc như vậy được gặp rất nhiều trong nghiên cứu cũng như trong công 

nghiệp : như dạng xếp tầng hay dạng laminate, dạng sợi,…  



Tạp chí Khoa học Giao thông vận tải, Tập 74, Số 6 (08/2023), 718-734 

724 

 

Hình 5. Vật liệu composite dạng lớp và REV. 

 

Hình 6. Vật liệu composite dạng sợi và REV. 

 

Hình 7. Vật liệu composite dạng cầu và REV. 

3.2. Nguyên lý trung bình 

 Nguyên lý trung bình được xác định như sau [21-23]: đối với mỗi điểm ở thang vi 

mô x, chúng ta lấy 1 phần tử đại diện, thang xét trong phần tử này gọi là thang vi mô y. Bằng 

các xem xét về dao động của các trường khác nhau, chúng ta có thể xác định các đại lượng vĩ 

mô thông qua các thông số vi mô. Sự chuyển đổi từ vi mô sang vĩ mô được thực hiện bằng 

cách sử dụng toán tử trung bình, xác định theo mối quan hệ qua công thức [21] : 

          
1

. .
| |Y

Y

dy
Y

=                        (11) 

Trong đó : Y biểu thị REV. |Y| là thể tích của chúng. .
Y
 là giá trị trung bình của đại 

lượng vật lý trên Y. Đối với trường ứng suất và biến dạng, mối quan hệ giữa đại lượng vi mô 

và vĩ mô được xác định như sau:  

                
0 0( ) ( , ) ;  ( ) ( , )

Y Y
x x y x x y   = =        (12) 
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Để tìm ứng xử vật liệu của vật liệu thuần nhất, tức là ta sẽ đi tìm mối liên kết giữa các 

đại lượng vĩ mô 0 0 0,  D ,  B và 0 0 0,  E ,  H .Trong phạm vi nghiên cứu này, chúng tôi giải 

quyết các vấn đề trên vật liệu thuần nhất thông qua phép tính trung bình qua phần tử đại diện 

REV. Các trường biến dạng, điện trường và từ trường được định nghĩa như sau:  

            
0 0 0( ) ( );  E=E ( );  H=H ( )y y yu u    = + − −            (13) 

Trong đó 0 0 0,  E ,  H  lần lượt là trường biến dạng, điện trường và từ trường ở thang vĩ 

mô, ,  ,  u    lần lượt là các dao động liên quan đến chuyển vị cơ học, điện thế và thế năng 

từ trường. 

3.3. Phương pháp tính 

          Giả sử vật liệu tuần hoàn, chuyển vị u, điện thế và thế năng từ trường được biểu diễn 

theo dạng sau [24]:  

   

0

0

0

( , ) ( ). ( )

( , ) ( ). ( )   trong Y 

( , ) ( ). ( )

xu x y x y u y

x y E x y y

v x y H x y v y



 

 = +


= − +


= − +


                              (14) 

         Trong đó: 0 0 0,  E ,  H  lần lượt là trường biến dạng, điện trường và từ trường ở thang vĩ 

mô, ,  ,  u   - các hàm tuần hoàn, lần lượt là các dao động liên quan đến chuyển vị cơ học, 

điện thế và thế năng từ trường trong REV. Từ đó, ta có thể suy ra biến dạng, điện trường và từ 

trường ở cấp độ vi mô:  

0 0

0 0

0 0

( , ) ( ( ). ( )) ( ) ( )

( , ) ( ( ). ( )) ( ) ( )   trong Y

( , ) ( ( ). ( )) ( ) ( )

y x x y

y x x

y x x

x y x y u y x y

E x y E x y y E x E y

H x y H x y v y H x H y

    



 = + = +


= − − + = +


= − − + = +

 (15) 

          Như vậy, với các biểu thức trên, kết luận rằng: các ten xơ biến dạng cơ học, điện trường 

và từ trường ,E,H trong REV được cấu tạo bởi 2 thành phần: thành phần đầu tiên 

0 0 0,  E ,  H là các giá trị vĩ mô, trong khi thành phần thứ hai ,E, H là các dao động trong 

không gian của chúng.  Dựa vào lý thuyết Stokes, Giá trị trung bình của các biến dạng cơ học, 

điện trường và tư trường trong REV Y bằng các giá trị vĩ mô của chúng: 

0 0 0( , ) ( ); ( , ) ( ); ( , ) ( )xY Y Y
x y x E x y E x H x y H x = = =                   (16) 

Bằng cách lấy giá trị trung bình, mối liên hệ giữa các giá trị trung bình của σ, D và B 

với các giá trị εy, E và H ở trường vĩ mô. 
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* * *

* * *

* * *

y YY

Y Y

Y Y

C e q

D e E

qB H



 

 

     
   

  =     
           

                                (17) 

          Ứng xử của vật liệu composit MEE có thể được viết dưới dạng như sau:  

 

            

0* * *

* * * 0

* * * 0

T T

Y

Y

T

Y

C e q

D e E

qB H



 

 

    
   

  =    
         

               (18) 

Từ đó, ta có mối quan hệ sau:  
* * * * * *;  ;  T T Te e q q = = =         (19) 

Các hệ số cơ lý của vật liệu MEE ở trạng thái vi mô được viết lại như sau :  

 
* 1 1 1

i , , ,

* 1 1 1

, , ,

* 1 1

, ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

pq T pq T pq

jpq ijpq Y ijkl k l ijk k ijk k Y

pq pq pq

ipq ipq Y ikl k l ik k ik k Y

pq T pq

ipq ipq Y ikl k l ik k i

C C y C y y e y y q y y

e e y e y y y y y y

q q y q y y y y

  

    

   

=  +  + + 

=  +  − − 

=  +  − − 1

,

* 2 2 2

, , ,

* 3 3 3

, , ,

* 3 3

, , ,

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

pq

k k Y

p p p

ip ip Y ikl k l ik k ik k Y

p p p

ip ip Y ikl k l ik k ik k Y

p T p

ip ip Y ikl k l ik k ik

y y

y e y y y y y y

y e y y y y y y

y q y y y y y



      

      

      



=  +  − − 

=  +  − − 

=  +  − − 3 ( )p

k Yy 

 (20) 

4. ÁP DỤNG TÍNH TOÁN TÍNH CHẤT CƠ ĐIỆN TỪ CỦA VẬT LIỆU TỔNG HỢP 

HAI PHA 

4.1 Các giả thiết về vật liệu 

     Trong nghiên cứu này, chúng tôi sẽ tính toán đối với dạng vật liệu đẳng hướng ngang 

(transverse isotropic material) với các thông số vật liệu (khác không) như sau  [25] 

 

1111 2222 3333 1122 2211 1212

1133 2233 3311 3322 1313 2323

113 223 311 322 333 113 223 311 322 333

11 22 33 11 22 33

;  ; = ;  

;  

;  ;  ;  q ;  q ;  q

;  ;  ;  

C C C C C C

C C C C C C

e e e e e q q

     

=

= = = =

= = = =

= =

                                            (21) 

  Sử dụng các khái niệm của Voigt, chúng ta biểu diễn dạng ma trận của các tenxơ hệ số độ 

cứng, hệ số áp điện, hệ số áp từ, hệ số từ thấm, hệ số điện môi, hệ số điện – từ:  
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11 12 13

12 11 13

11

13 23 33

11

44

33

55

66

0 0 0

0 0 0
0 0

0 0 0
;  = 0 0

0 0 0 0 0
0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

C C C

C C C

C C C
C

C

C

C



 



 
 
   
   

=    
     
 
  

 
                               (22) 

15 11

15 11

31 32 33 33

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ;  = 0 0

0 0 0 0 0

e

e e

e e e



 



   
   

=
   
      

 (23) 

15 11

15 11

31 32 33 33

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ;  = 0 0

0 0 0 0 0

q

q q

q q q



 



   
   

=
   
      

 (24) 

4.2. Tính toán hệ số cơ điện từ cho vật liệu composite dạng lớp 

  Vật liệu composite dạng lớp bao gồm nhiều lớp được xếp chồng lên nhau theo quy luật biết 

thiên nhất định. Độ dày của các tấm từ 0,1 đến 0,2 mm. Xét vật liệu composite MEE dạng 

lớp, chiếm một thể tích là Ω trong không gian R3. Chúng bao gồm một số lượng lớn các lớp 

áp điện và áp từ. Các lớp này được giả định là đẳng hướng theo phương e3; được liên kết hoàn 

toàn với nhau và được xếp chồng lên nhau theo hướng e1. 

 

Hình 8. Vật liệu composite MEE dạng lớp. 

 

Hình 9. REV của vật liệu dạng lớp. 
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       Trong trường hợp này, vì các lớp được xếp chồng lên nhau theo dọc trục e1; kết hợp với 

tính chất tuần hoàn của vật liệu, các biến ở trường vi mô chỉ còn duy nhất y1. Do đó, tất cả các 

đạo hàm đối với các biến ở trường vi mô y2; y3 đều bằng không. 

        Các hệ số hữu dụng của vật liệu MEE dạng lớp đã được tính toán và cho kết quả như sau 

a. Các hệ số độ cứng 

* * * 1133 11111122 1111
1111 1122 1133

1111 1111 1111

2 2
* 1122 1111 1122
2222 2222

1111 1111

* 1133 1111 1122 1111 1122
2233 1133

1111

//1
;  ;  

1/ 1/ 1/

/

1/

/ /

1/

YY

Y Y Y

Y
Y

Y Y

Y Y
Y

Y

C CC C
C C C

C C C

C C C
C C

C C

C C C C C C
C C

C

  
= = =
     

 
=  + −

 

   
=  + −

 

1133

1111

2 2
* 1133 1111 1133
3333 3333

1111 1111

/

1/

Y

Y
Y

Y Y

C

C C C
C C

C C

 
=  + −

 

 (25) 

b. Các hệ số áp điện 

* *311 1111
311 223 223

1111

* 311 1111 1122 1111 311 1122
322 322

1111 1111

/
;  =

1/

/ /

1/

Y
Y

Y

Y Y
Y

Y Y

e C
e e e

C

e C C C e C
e e

C C

 
=  

 

   
=  + −

 

                 (26) 

c. Các hệ số áp từ 

* *311 1111
311 223 223

1111

* 311 1111 1122 1111 311 1122
322 322

1111 1111

/
;  q =

1/

/ /

1/

Y
Y

Y

Y Y
Y

Y Y

q C
q q

C

q C C C q C
q q

C C

 
=  

 

   
=  + −

 

 (27) 

d. Hệ số điện – từ 

* * 311 311 311 1111 311 1111
22 33

1111 1111

/ /
0;  

1/

Y Y

YY

e q q C e C

C C
 

   
= = −

 
 

(28) 

4.3. Tính toán hệ số cơ lý cho vật liệu composite dạng sợi 

        Vật liệu composti dạng sợi đã được sử dụng rộng rãi trong công nghiệp cũng như trong 

nghiên cứu trong vài thập kỉ gần đây. Có rất nhiều ứng dụng cho loại vật liệu này ở một số 

quôc gia Châu Âu, Hoa Kỳ, Nhật Bản,… Loại vật liệu này là hổn hợp của 2 thành phần: sợi 

và chất nền. Sợi đóng vai trò là chất gia cường, còn chất nền đảm bảo sự gắn kết trong vật 

liệu. Xét một vật liệu composit 2 pha: áp điện và áp từ, dạng cốt sợ, chiếm một thế tích Ω 

trong không gian R3. Ký hiệu (x1; x2;x3 tọa độ của điểm x thuộc Ω. Hướng e3 là hướng phân 
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cực của vật liệu. Trong trường hợp này, tính tuần hoàn hướng e3 là không có. Chính vì vậy, tất 

cả các tham số được tính toán trong REV đều độc lập với biến y3 

 

Hình 10. Vật liệu composit dạng sợi. 

 

Hình 11. REV của vật liệu composite dạng sợi. 

Các hệ số cơ lý của vật liệu MEE dạng sợi trong môi trường đồng nhất tương đương đã được 

tính toán và cho kết quả như sau 

a. Các hệ số độ cứng 

* 111 111

1111 1111 1111 1,1 1122 2,2

* 122 122

1122 1122 1111 1,1 1122 2,2

* 133 133

1133 1133 1111 1,1 1122 2,2

* 122 122

2222 2222 2211 1,1 2222 2,2

* 133

2233 2233 2211 1,1 2222 2,2

Y

Y

Y

Y

C C C C

C C C C

C C C C

C C C C

C C C C

 

 

 

 

 

= + + 

= + + 

= + + 

= + + 

= + + 133

* 133 133

3333 3333 3311 1,1 3322 2,2

* 123 123 123

2323 2323 2323 3,2 223 ,2 223 ,2

* 131 131 131

3131 3131 3131 3,1 131 ,1 131 ,1

* 112 112

1212 1212 1212 1,2 1221 2,1

Y

Y

Y

Y

Y

C C C C

C C C e q

C C C e q

C C C C

 

  

  

 



= + + 

= + + + 

= + + + 

= + + 

     (29) 
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b. Các hệ số áp điện 

* 111 111

311 311 311 1,1 322 2,2

* 122 122

322 322 311 1,1 322 2,2

* 133 133

333 333 311 1,1 322 2,2

* 131 111

131 131 131 3,1 11 ,1

* 123 123

223 223 223 3,2 22 ,2

Y

Y

Y

Y

Y

e e e e

e e e e

e e e e

e e e

e e e

 

 

 

  

  

= + + 

= + + 

= + + 

= + − 

= + − 

                  (30) 

c. Các hệ số áp từ 

* 111 111

311 311 311 1,1 322 2,2

* 122 122

322 322 311 1,1 322 2,2

* 133 133

333 333 311 1,1 322 2,2

* 131 111

131 131 131 3,1 11 ,1

* 123 123

223 223 223 3,2 22 ,2

Y

Y

Y

Y

Y

q q q q

q q q q

q q q q

q q q

q q q

 

 

 

  

  

= + + 

= + + 

= + + 

= + − 

= + − 

       (31) 

d. Các hệ số điện – từ 

* 31 31

11 11 131 3,1 11 ,1

* 32 32

22 22 232 3,2 22 ,2

* 33 33

33 33 311 1,1 322 2,2

Y

Y

Y

e

e

e e

    

    

   

= + − 

= + − 

= + + 

        (32) 

4.3. Kết quả tính toán  

Áp dụng tính toán các hệ số cơ điện từ đối với vật liệu composit dạng sợi cấu tạo từ 

hai vật liệu BaTiO3 và CoFe2O4, trong đó vật liệu BaTiO3 đóng vai trò là vật liệu áp điện, 

CoFe2O4 là vật liệu áp từ. Các thông số của hai loại vật liệu được miêu tả trong bảng sau:  

                      Bảng 1. Thông số vật liệu sử dụng cho tính toán. 

Thông số BaTiO3 CoFe2O4 

ρ(kg/m3 ) 

C11(P a) = C22(P a) 

C12(P a) 

C33(P a) 

C13(P a) = C23(P a) 

C44(P a) = C55(P a) 

C66(P a) 

e33(C/m2 ) 

e31(C/m2 ) = e32(C/m2 ) 

e15(C/m2 ) 

q33(N/Am) 

q31(N/Am) = q31(N/Am) 

q15(N/Am) 

5.3 × 103 

166 × 109 

77 × 109 

162 × 109 

78 × 109 

43 × 109 

44.5 × 109 

18.6 

−4.4 

11.6 

5.8 × 103 

286 × 109 

173 × 109 

269.5 × 109 

170.5 × 109 

45.3 × 109 

56.5 × 109 

 

 

 

699.7 

580.3 

550 
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Các công thức tính toán các hệ số hữu hiệu của vật liệu composit dạng xếp lớp trong 

đã xây dựng tương tự như kết quả của Bravo vcs [3]. Từ các công thức), chúng tôi tính toán 

các hệ số hữu hiệu của vật liệu composit cấu tạo từ BaTiO3 ( pha áp điện) và CoFe2O4 (pha áp 

từ). Dưới đây là đường cong của một vài hệ số hữu hiệu ứng với thành phần thể tích của 

BaTiO3. Các kết quả tương tự như kết quả của Bravo vcs [3] 

 

Hình 12. Tính toán hệ số độ cứng hữu hiệu. 

 

Hình 13. Tính toán hệ số áp điện hữu hiệu. 
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Hình 14. Tính toán hệ số áp từ hữu hiệu. 

5. KẾT LUẬN 

           Bài báo đã nghiên cứu ứng xử vật liệu ở dạng vĩ mô của vật liệu composite 2 pha: áp 

điện và áp từ. Bằng cách sử dụng phương pháp đồng nhất, nguyên lý trung bình và phương 

pháp giải tích, nhóm nghiên cứu đã xác định được các biểu thức tính toán các hệ số hữu dụng 

(bao gồm: hệ số độ cứng, hệ số áp điện, hệ số áp từ) của vật liệu ở môi trường đồng nhất 

tương đương đối với dạng lớp và dạng sợi. Ứng xử của vật liệu và các biểu thức của các tenxơ 

hệ số hữu dụng ở môi trường đồng nhất tương đương đã được trình bày. Mặc dù hệ số điện từ 

α không tồn tại riêng biệt ở từng vật liệu áp điện hay áp từ, nhưng trong môi trường thuần 

nhất đã xuất hiện. Ngoài ra, cần lưu ý rằng các đặc tính cơ học của vật liệu cũng bị ảnh hưởng 

bởi đặc tính điện và từ tính và ngược lại.  
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