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Abstract. Nowadays, the orthotropic material is commonly used to reinforce the bridge 
structures as well as the car body shells because the strength and stiffness is high, while the 
weight is small. In this paper, we use phase field method to simulate the damage and crack 
propagation direction of this material through two types of epoxy resin-based materials 
containing parallel fiber reinforcement of carbon (Carbon-epoxy) and/or glass (Glass-epoxy). 
This material has only three axes of symmetry and orthogonality, in which the material 
properties along the fiber axis are much stronger than the ones along the other two axes. The 
phase field method in this study is supplemented with some new points such as: (i) an 
orientation tensor has been used to represent the damage development of the fiber direction in 
the material. This orientation tensor is added to the phase field method to predict the initiation 
and propagation of the crack in the aforementioned materials; (ii) a form of strain tensor 
decomposition satisfying the orthogonal condition is applied into the simulation method to 
improve the accuracy of the material behaviour. Through several numerical examples, the 
obtained results have been compared with the relevant experimental and analytical ones to 
demonstrate the effectiveness of the proposed method in predicting the damage of the 
orthotropic material. 
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Tóm tắt. Hiện nay, vật liệu trực hướng được sử dụng phổ biến để gia cường kết cấu cầu và vỏ 
xe ô tô do độ bền theo phương chịu lực và độ cứng lớn, trong khi trọng lượng của chúng nhỏ. 
Trong bài báo này, chúng tôi sử dụng phương pháp trường pha để mô phỏng hư hỏng và 
hướng lan truyền vết nứt của loại vật liệu này thông qua hai loại vật liệu gốc nhựa epoxy chứa 
cốt sợi song song Carbon (Carbon-epoxy) và thủy tinh (Glass-epoxy). Loại vật liệu này chỉ có 
ba trục đối xứng trực giao với nhau, trong đó, đặc tính vật liệu dọc theo trục hướng sợi lớn 
hơn nhiều so với đặc tính theo hai trục còn lại. Phương pháp trường pha trong nghiên cứu này 
được bổ sung một số điểm mới như: (i) một ten-xơ định hướng dùng để đại diện cho sự phát 
triển hư hỏng của hướng sợi trong vật liệu. Ten-xơ định hướng này được đưa vào phương 
pháp trường pha để dự đoán sự khởi tạo và lan truyền vết nứt trong vật liệu nêu trên; (ii) một 
dạng của phân rã ten-xơ biến dạng thỏa mãn điều kiện trực giao được áp dụng vào phương 
pháp đề xuất để nâng cao sự chính xác của ứng xử vật liệu. Thông qua một vài ví dụ số, các 
kết quả đạt được so sánh với các kết quả thực nghiệm và phân tích lý thuyết trong các nghiên 
cứu liên quan để kiểm chứng tính hiệu quả của phương pháp về khả năng dự đoán hư hỏng 
của vật liệu trực hướng.  

Từ khóa: phương pháp trường pha, vật liệu trực hướng, ten-xơ định hướng, hư hỏng, lan 
truyền vết nứt, phân rã trực giao ten-xơ biến dạng. 
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1. ĐẶT VẤN ĐỀ 

Phương pháp trường pha (phase field method) là một phương pháp mô phỏng với việc sử 
dụng biến trường pha và hàm suy biến để mô tả sự suy giảm năng lượng và trạng thái hư hỏng 
trong vật thể dựa vào quá trình giải kết hợp biến trường pha và biến chuyển vị. Trong đó, biến 
trường pha là một đại lượng vô hướng có giá trị thay đổi từ 0 (trạng thái kết cấu ban đầu chưa 
bị hư hỏng) tới 1 (kết cấu xuất hiện vết nứt) và hàm suy biến của biến trường pha này là khả 
vi. Khi sử dụng phương pháp mô phỏng này, năng lượng trong vật thể gồm: (i) năng lượng để 
tạo ra hai bề mặt của vết nứt phụ thuộc vào biến trường pha và (ii) năng lượng biến dạng đàn 
hồi liên quan biến chuyển vị và hàm suy biến của biến trường pha. Trong thời gian gần đây, 
phương pháp trường pha trở thành một công cụ số hiệu quả và đáng tin cậy được dùng trong 
lĩnh vực cơ học phá hủy để mô phỏng sự phát triển vết nứt phức tạp trong kết cấu. Trong cơ 
học phá hủy, hư hỏng thường được hình thành theo ba dạng: Dạng I (mode I) là hư hỏng do 
mở rộng vết nứt thuần túy; dạng II (mode II) là hư hỏng do cắt, trượt và dạng III là hư hỏng 
do xé kết cấu.  

Các nghiên cứu [1, 2] đã sử dụng phương pháp trường pha để dự đoán sự hư hỏng trong 
kết cấu đơn giản chứa vật liệu đồng nhất, đẳng hướng đã cho kết quả rất khả quan. Nghiên 
cứu [3] đã khảo sát ảnh hưởng của sự phân bố lỗ rỗng tới sự khởi tạo và phát triển vết nứt 
bằng phương pháp trường pha. Sau đó, nghiên cứu [4] sử dụng phương pháp trường pha để 
mô phỏng hư hỏng của kết cấu nhiều vật liệu thành phần trong sự tương tác giữa hư hỏng 
trong nội tại các vật liệu và hư hỏng mặt phân giới của các vật liệu này. Trong đó, hình dạng 
và tỷ lệ vật liệu thành phần đạt được bằng phương pháp chụp cắt lớp bằng tia X (X-ray 
microtomography hay XR-CT) [5, 6]. Phương pháp XR-CT dùng để xác định cấu trúc thực tế 
chứa nhiều vật liệu thành phần như bê tông (cốt liệu, vữa xi măng, lỗ rỗng) với hình ảnh độ 
phân giải cao để có thể xác định rõ hình dạng pha vật liệu dù rất nhỏ, trong khi đó các phương 
pháp chụp ảnh thông thường có thể không xác định được (và thường bỏ qua). Sau đó, nghiên 
cứu [7] phát triển phương pháp trường pha của [4] để mô phỏng kết cấu với hai vật liệu thành 
phần có tính chất đàn dẻo (elastoplastic). Tiếp đó, bài báo [8] đã thiết lập một hàm con bổ 
sung để nhận diện chính xác hình dạng và tỷ lệ thành phần vật liệu đạt được sau khi hình ảnh 
của kết cấu được xử lý bằng XR-CT. Hàm con bổ sung này rất quan trọng trong việc thiết lập 
số liệu đầu vào trong mô phỏng như tỷ lệ của các pha vật liệu, hình dạng phức tạp của mặt 
phân giới, số lượng phần tử được chia trong kết cấu.  

Gần đây, nghiên cứu [9] đã sử dụng phương pháp trường pha để mô phỏng sự phát triển 
vết nứt trong một dầm chịu uốn chứa vật liệu bê tông cường độ cao có bổ sung chất kết dính 
nano-silica, kết quả mô phỏng đạt được đáp ứng tốt kết quả thực nghiệm. Nghiên cứu [10] đã 
sử dụng phương pháp trường pha với một họ hàm suy biến để xác định tải trọng tới hạn và 
ứng suất tới hạn gây nứt trong vật liệu đồng nhất, đẳng hướng mà không phụ thuộc vào kích 
thước lưới phần tử được chia trong kết cấu. Nghiên cứu này có thể làm giảm số lượng phần 
tử, do đó giảm được thời gian mô phỏng và đẩy nhanh tốc độ xử lý của công cụ tính toán. Sau 
đó, trong các nghiên cứu [11-13] đã áp dụng điều kiện phân rã trực giao ten-xơ biến dạng [14] 
và phương pháp trường pha để mô phỏng hư hỏng trong vật liệu có xét tới ảnh hưởng của mặt 
phân giới giữa các pha, vật liệu đẳng hướng và vật liệu đẳng hướng ngang. Việc sử dụng điều 
kiện trực giao này đã được chứng minh là nâng cao sự chính xác của ứng xử vật liệu bằng 
việc loại bỏ các điểm kỳ dị khi trạng thái kết cấu gần bị phá hoại hoàn toàn.  

Vật liệu trực hướng có thể tìm thấy được ngoài thực tế như: tre, thớ gỗ, hoặc các kết cấu 
chứa các cốt sợi song song... Các vật liệu này được áp dụng nhiều trong lĩnh vực xây dựng và 
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thiết kế nội thất. Từ các ưu điểm được phân tích trong [11-13], do đó trong nghiên cứu này, 
phương pháp trường pha với việc sử dụng một ten-xơ định hướng và điều kiện phân rã trực 
giao thành phần ten-xơ biến dạng [14] để mô phỏng vết nứt trong kết cấu chứa vật liệu trực 
hướng như: (i) tách lớp trong một kết cấu chứa các lớp vật liệu cốt sợi song song Carbon-
epoxy và (ii) kéo hai phương một tấm chứa vật liệu trực hướng cốt sợi Glass-epoxy để xác 
định góc lệch so với hướng của cốt sợi. Các kết quả đạt được so sánh với kết quả thực nghiệm 
kết hợp mô phỏng của [15] và kết quả phân tích lý thuyết [16].  

Cấu trúc của bài báo bao gồm những phần như sau: Phần 2 mô tả phương pháp trường 
pha mô phỏng hư hỏng trong vật liệu trực hướng; Phần 3 giới thiệu và phân tích một vài ví dụ 
mô phỏng để chỉ ra khả năng áp dụng của phương pháp này với vật liệu nêu trên; Cuối cùng, 
các kết luận và kiến nghị được đưa ra trong phần 4. 

2. PHƯƠNG PHÁP TRƯỜNG PHA CHO HƯ HỎNG VẬT LIỆU TRỰC HƯỚNG 

Mô tả phương pháp trường pha dùng để mô phỏng hư hỏng vật liệu trực hướng, ta có thể 
quan sát hình dưới đây: Hình 1a giới thiệu một dạng kết cấu chứa vật liệu trực hướng với các 
cốt sợi song song. Từ Hình 1a, ta có thể quan sát thấy ba mặt phẳng đối xứng trực giao chứa 
các vec-tơ pháp tuyến đơn vị e1, e2 và e3 tương ứng. Hình 2b- 2c giới thiệu một miền   của 
một vật thể bị nứt, trong đó   là biên ngoài của  . Hình 2b mô tả vật thể chứa các sợi song 
song, với hướng sợi và hướng vết nứt  tạo với phương ngang một góc . Trạng thái phát 
triển của vết nứt được mô tả bằng một biến phase field d(x) với x  như được mô tả trong 

Hình 1c, với n là vec-tơ pháp tuyến của biên  .  

 
 

(a) 
 

(b) 
 

(c) 

Hình 1. Mô tả vật liệu trực hướng và áp dụng vào phương pháp trường pha : (a) một dạng vật liệu trực 

hướng chứa các sợi song song, (b) góc  của vết nứt mồi và hướng sợi, (c) vết nứt thông qua biến 

trường pha d(x). 

2.1. Các phương trình năng lượng trong phương pháp trường pha 

Trong phương pháp trường pha được dùng trong bài báo này để mô phỏng hư hỏng vết 
nứt trong vật liệu trực hướng, tổng năng lượng trong một vật thể bị nứt bao gồm hai thành 
phần như dưới đây: 

( , ) ( , ) ( , , )u cE d W d d g d d d
 

    u    (1) 
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ở đó, 
2

( , ) :( )
2 2
d l

d d d d
l

       là hàm mật độ vết nứt, l là tham số chiều dài, gc là 

năng lượng kháng nứt. Khác với các nghiên cứu trước [1, 2, 4, 9], trong bài báo này, ten-xơ 
định hướng  được dùng để đại diện cho sự phát triển của hư hỏng vật liệu của hướng ưu tiên 
được mô tả như sau: 

( )   I I m m  (2) 

trong đó, m là vec-tơ pháp tuyến đơn vị của mặt phẳng ưu tiên với  cos( ); sin( ) m =  

trong trường hợp hai chiều (2D) và  cos( ); 0; sin( ) m =  trong trường hợp không gian ba 

chiều (3D), I là ma trận chéo đơn vị với  1 0; 0 1I =  trong trường hợp 2D và 

 1 0 0; 0 1 0; 0 0 1I =  trong trường hợp 3D;  là hệ số dị hướng: >0 đại diện cho vật liệu 

dị hướng và =0 vật liệu trở thành đẳng hướng. 

Để mô phỏng quá trình hư hỏng vật liệu này, ten-xơ biến dạng   được phân rã thành 

phần dương  đại diện cho phần chịu kéo và phần âm  đại diện cho phần chịu nén: 
         (3) 

Ta đặt ( , ) ( , )E d W d d


 u u  thì tổng năng lượng trong công thức (1) được viết thành: 

( , ) ( , ) ( , , )u cW d W d g d d  u    (4) 

trong đó, hàm mật độ năng lượng biến dạng của vật thể bị nứt ( , )uW du được xác định 

theo [1, 2] như biểu thức dưới đây: 

( , ) ( ){ ( ) } ( )uW d g d k     u     (5) 

Công thức (5) sử dụng hàm suy biến khả vi    
2

1g d d  để mô phỏng sự suy giảm 

năng lượng của vật thể bị nứt, k là số thực vô cùng nhỏ để đảm bảo không xuất hiện điểm kỳ 
dị trong quá trình hư hỏng kết cấu.  

Nghiên cứu này sử dụng một loại phân rã ten-xơ biến dạng   thỏa mãn điều kiện trực 

giao của [14]. Trong điều kiện này,  hai thành phần  và  phải thỏa mãn  : : 0  C  . 

Theo [14], ta đặt 1/2 :  C   với       thì hai thành phần  và   phải trực giao 

với nhau, nghĩa là  và   phải thỏa mãn điều kiện : 0    , với C  là ma trận độ cứng 

đàn hồi của vật liệu. Theo phân tích trên, ta có thể xác định   để thỏa mãn  [14] như sau: 

1

D
i

i i
i



 

  n n  
  

(6) 

ở đó, i  và in  với i=1,…, D là các giá trị riêng và vec-tơ riêng của  . Do đó, hai thành 

phần năng lượng biến dạng ( )   được xác định như dưới đây: 

 1 1
( ) : : :

2 2
      C      

 (7) 
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Từ công thức (5) và (7), ứng suất Cauchy có thể được tính là đạo hàm của hàm mật độ 

năng lượng biến dạng uW  với ten-xơ biến dạng như phân tích như sau: 

         1/2 1/2 1/2 1/2: : : : : : :( )uW
g d k

   



 


P C P C P C P C  


 

 (8) 

trong đó, hai thành phần 


P  được xác định 


 



P



. 

Trong ứng xử vật liệu, ta có quan hệ giữa ten-xơ biến dạng   và ten-xơ ứng suất   theo 

công thức      :C    hoặc        1 :   C L :   , với 1L C là ma trận độ mềm 

đàn hồi. Trong vật liệu trực hướng ma trận L  được định nghĩa tương ứng với các trường hợp 
không gian hai chiều (2D) và ba chiều (3D) như dưới đây: 

a) Với trường hợp 2D, quan hệ       L :   được chi tiết như sau : 

21

1 2
11 11

12
22 22

1 2

12 12

12

1
0

1
0

1
0 0

E E

E E

G





 
 

    
    

     
        

 
 













 

 

 

 (9) 

b) Với trường hợp 3D, quan hệ      L :   được mô tả:  

3121

1 2 3

3212

11 111 2 3

22 2213 23
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23 23
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    
    
         

 
 
 
  





























 

 

 

 

 

 (10) 

trong đó, E1, E2 và E3 là mô đun đàn hồi theo các phương của vec-tơ pháp tuyến đơn vị 
e1, e2 và e3 của ba mặt phẳng đối xứng tương ứng (xem Hình 1a). ij  là hệ số Poisson và Gij là 

các mô đun kháng cắt. 

Theo [17], ma trận chuyển hướng M trong trường hợp 2D và 3D được định nghĩa phụ 
thuộc vào góc của hướng sợi   như sau: 



Transport and Communications Science Journal, Vol 73, Issue 6 (08/2022), 614-629 

620 
 

a) Với trường hợp 2D: 

2 2

2 2

2 2

2

2

c s cs

s c cs

cs cs c s

 
 

  
   

M  

 

 (11) 

b)  Với trường hợp 3D: 

2 2

2 2

2 2

0 0 0 2

0 0 0 2

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

c s cs

s c cs

c s

s c

cs cs c s

 
 

 
 
 

 
 
 
   

M  

 
 

 (12) 

Trong các công thức (11) và (12), cos( )c  , sin( ).s  Do đó, ma trận độ cứng đàn 

hồi C  theo góc   được tính: 

0
T

 C = C MC M   (13) 

ở đó, 0C  là ma trận độ cứng đàn hồi với góc hướng sợi nằm ngang O0  , ma trận TM
 là ma trận chuyển vị của .M  

Theo nguyên lý tiêu hao năng lượng [1, 2] được áp dụng cho phương pháp trường pha 

trong nghiên cứu này theo biểu thức sau: 

( , ) 0u
c d

WW
g d d

d d
 


     
 

F  =  
(14) 

Với đạo hàm của hàm mật độ vết nứt ( , , )d d   theo biến trường pha d như dưới đây: 

  ( , , ) 1 :
d

d d l d d
l

         m m  
(15) 

Từ công thức (5), (14) và (15), ta có thể viết lại thành công thức như dưới đây: 

2(1 ) ( , , ) 0cg
d d d

l
   H  

(16) 

Với H  là hàm lịch sử biến dạng theo thời gian  được xác định như sau: 

 
  

0,
max ,

t



  xH  (17) 

2.2. Giải bài toán trường pha và bài toán chuyển vị 

Từ công thức (16) và (17), ta có hệ phương trình với các điều kiện biên tương ứng để xác 
định sự phát triển của biến trường pha d như dưới đây: 
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2(1 ) ( , , ) 0 trong

( ) 1 tai

( ) . 0 tai

cg
d d d

l

d

d




    


 

  



x

x n

�

�

H

 

 
(18) 

Sử dụng nguyên lý biến phân để làm suy giảm tổng năng lượng E trong công thức (1) với 
biến chuyển vị u, ta có dạng yếu của bài toán chuyển vị như sau:  

   : : .
F

uW
d d d d   

   


     

   u u f u F u  


 
(19) 

trong đó, f và F  là lực khối trong vật thể  và ngoại lực trên biên F . 

Để xác định biến chuyển vị u, ta giải hệ phương trình với các điều kiện biên (xem [18]): 

( , ) trong

( ) tai

. tai

u

F

div d


 


 


 


u f

u x u

n F

�

�





 

 

(20) 

ở đó, u  là giá trị chuyển vị tại biên u , ứng suất   được tính theo công thức (8). 

3. CÁC VÍ DỤ MÔ PHỎNG 

3.1. Mô phỏng kéo tách một dầm công-xôn chứa vật liệu trực hướng 

Một dầm công-xôn chứa vật liệu trực hướng Carbon-epoxy [15] có kích thước 

120x4,8mm như Hình 2. Dầm này gồm 24 lớp sợi Carbon-epoxy xếp chồng lên nhau theo 

hướng= 0° với chiều dày mỗi lớp là 0,2mm.  Dầm chứa hai vết nứt mồi trùng hướng với lớp 

sợi, vết nứt mồi thứ nhất ở đầu dầm dài 40mm và vết nứt mồi thứ hai ở giữa dầm dài 20mm. 

Hai đầu gần nhất của hai vết nứt mồi này cách nhau theo phương ngang là 20mm và cách 

nhau theo phương đứng là 0,4mm. Vết nứt mồi thứ nhất cách đáy dầm là 2,4mm.  

 

 
Hình 2. Kích thước và điều kiện biên của dầm công-xôn chứa vật liệu Carbon-epoxy. 



Transport and Communications Science Journal, Vol 73, Issue 6 (08/2022), 614-629 

622 
 

 
Hình 3. Chia lưới cho dầm bằng phần mềm GMSH 4.8.4 với hai khu vực có vết nứt mồi. 

Đặc tính vật liệu trực hướng Carbon-epoxy [15]  được sử dụng trong nghiên cứu này như 

sau: mô đun đàn hồi theo hai phương e1 và e2 là E1=115GPa, E2=8,5GPa, mô đun kháng cắt 

G12=4,5GPa, hệ số Poisson 12=0,29, năng lượng kháng nứt gc=0,33N/mm. Ví dụ này được 

mô phỏng trên bài toán 2D với ma trận độ mềm đàn hồi L được tính theo (9), sau đó ta tính 

được ma trận độ cứng đàn hồi theo công thức C=L-1. Do góc = 0° nên ma trận C=C0= L-1. 

Điều kiện biến dạng phẳng được áp dụng. Khảo sát sự hình thành và lan truyền vết nứt trong 

dầm bằng phương pháp trường pha với ten-xơ định hướng như công thức (2). Dầm được chia 

thành 96663 phần tử tam giác bằng phần mềm GMSH 4.8.4 [19] với hai loại kích thước lưới: 

tại khu vực vết nứt dự định đi qua, ta chia lưới với kích thước hmin=0,01mm và tại khu vực 

khác của kết cấu ta sử dụng lưới với h=0,25mm như Hình 3. 
 

Điều kiện biên được chỉ ra trong Hình 2 với đầu dầm bên phải được liên kết ngàm. Đầu 

còn lại của dầm được áp chuyển vị đều với giá trị 0,05mm theo hai hướng ngược nhau tới khi 

kết cấu bị phá hủy hoàn toàn. Tham số chiều dài được đưa ra trong trong ví dụ này là 

l=0,03mm để thỏa mãn điều kiện l ≥2hmin của [1]. Hệ số dị hướng =20 liên quan tới ω trong 

(2) để định hướng vết nứt.  

Hình 4 thể hiện sự hình thành và lan truyền vết nứt trong dầm công-xôn với ba mầm nứt 

được hình thành ở các đầu vết nứt mồi trong quá trình này. Hư hỏng đầu tiên xuất hiện ở đầu 

vết nứt mồi thứ nhất như được đưa ra trong Hình 4a tương ứng chuyển vị 3,8mm, sau đó vết 

nứt này tiếp tục lan truyền dọc theo phương ngang như Hình 4b. Khi vết nứt đầu tiên này đủ 

dài, xuất hiện mầm nứt thứ hai ở đầu bên trái của vết nứt mồi phía trên tương ứng với chuyển 

vị 17,5mm như Hình 4c. Sau đó tại chuyển vị 20,7mm, mầm nứt thứ ba xuất hiện ở đầu bên 

phải của vết nứt mồi phía trên (xem Hình 4d). Các vết nứt này tiếp tục lan truyền tới khi các 

lớp vật liệu bị tách hoàn toàn với hai đường nứt riêng biệt như Hình 4e. Hình 4f chỉ ra hư 

hỏng của dầm công-xôn tương ứng phương pháp được sử dụng trong [15]. Đây là một dạng 

vết nứt đại diện cho hư hỏng của dạng I thuần túy của cơ học phá hủy bởi cơ chế chịu kéo 

tách lớp. So sánh kết quả đường nứt giữa Hình 4e của phương pháp trường pha và Hình 4f 

của [15], ta thấy rằng Hình 4e và Hình 4f có khác biệt nhỏ về chiều dài vết nứt giữa hai 

phương pháp. Điều này được giải thích bởi có thể có sự sai khác về các điều kiện biên và 

bước gia tải giữa hai phương pháp và đặc biệt là khoảng cách giữa các vết nứt mồi khởi tạo 

hai đường nứt rất gần nhau, nhưng xu hướng hình thành và lan truyền các vết nứt là giống 
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nhau với việc tách các lớp vật liệu dọc theo phương ngang tới khi kết cấu bị phá hủy hoàn 

toàn, các vết nứt mới đều khởi tạo từ ba đầu của hai vết nứt mồi. 

 
(a) tại chuyển vị u=3,8mm 

 
(b) tại chuyển vị u=7,3mm 

 
(c) tại chuyển vị u=17,5mm 

 

(d) tại chuyển vị u=20,7mm 

 
(e) tại chuyển vị u=25mm 

 

(f) kết quả của phương pháp phần tử hữu hạn (PTHH) [15] 

Hình 4. So sánh sự lan truyền vết nứt giữa phương pháp mô phỏng hiện tại và phương pháp [15]. 

 



Transport and Communications Science Journal, Vol 73, Issue 6 (08/2022), 614-629 

624 
 

 
Hình 5. So sánh đường cong ứng xử tải trọng và chuyển vị giữa hai phương pháp. 

Hình 5 so sánh đường cong tải trọng- chuyển vị của hai phương pháp trên, với đường liền 
màu xanh là đường cong ứng xử của phương pháp mô phỏng hiện tại và đường đứt màu đỏ là 
ứng xử của phương pháp thực nghiệm trong [15]. Các điểm đánh dấu màu đen tương ứng với 
trạng thái đường nứt được đưa ra từ Hình 4a tới Hình 4e. Ta thấy rằng vết nứt đầu tiên xuất 
hiện tương ứng với tải trọng lớn nhất. Sau đó giá trị tải trọng này giảm xuống khi vết nứt này 
lan truyền. Giá trị tải trọng tiếp tục tăng lên khi mầm nứt thứ hai xuất hiện ở đầu bên trái của 
vết nứt mồi phía trên dẫn tới đỉnh giá trị tải trọng thứ hai (điểm c trong Hình 5). Lưu ý rằng 
đỉnh tải trọng tương ứng mầm nứt thứ hai này nhỏ hơn đỉnh tải trọng của mầm nứt đầu tiên 
(điểm a trong Hình 5). 

Từ kết quả so sánh trong Hình 4 và Hình 5, ta thấy phương pháp được đề xuất trong 
nghiên cứu này đáp ứng tốt kết quả của [15] trong bài toán tách lớp dầm công-xon chứa vật 
liệu trực hướng Carbon-epoxy. 

3.2. Mô phỏng hư hỏng một tấm chứa vật liệu trực hướng chịu kéo hai phương 

Trong ví dụ này, phương pháp trường pha được dùng để mô phỏng sự phát triển vết nứt 

trong một tấm chứa vật liệu trực hướng cốt sợi Glass-epoxy [16]. Kích thước và điều kiện 

biên của tấm được thể hiện trong Hình 6a. Tấm chứa vết nứt mồi dài 4mm có hướng trùng với 

hướng sợi và tạo góc= 30° so với phương ngang x.  

 

(a)

 

 

 

(b) 

 

 

Hình 6. Tấm chứa vật liệu Glass-epoxy chịu kéo hai phương: (a) kích thước và điều kiện biên;  
(b) chia lưới cho tấm bằng phần mềm GMSH 4.8.4. 
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(a) 
 

(b) 
 

(c) 

 
(d)  

(e) 
 

(f) 

 
(g)  

(h) 
(i) 

Hình 7. Mô phỏng bằng phương pháp trường pha xác định góc lệch θ° tuân theo hệ số 
k=Tx/Ty: (a) (b) (c) với k=0,1; (d) (e) (f) với k=1; (g) (h) (i) với k=3. 

Tấm dày 0,5mm được bo tròn ở bốn góc với bán kính R=2mm để tránh hiện tượng tập 

trung ứng suất khi kéo hai phương. Mặt dưới của tấm có một điểm bị khống chế chuyển vị 

theo phương x và y, các điểm còn lại không cho dịch chuyển theo phương y nhưng cho phép 

dịch chuyển tự do theo các phương còn lại. Mặt bên trái, các điểm bị khống chế chuyển vị 

theo phương x nhưng cho dịch chuyển theo hai phương kia. Mặt trên của tấm, các điểm được 

gia tải với bước chuyển vị đều Δuy, chuyển vị theo hai phương còn lại không bị khống chế. 

Mặt bên phải, tấm được áp bước chuyển vị Δux để tạo ra hiệu ứng tải trọng theo hai phương x 

và y sao cho Tx=k.Ty, trong khi các chuyển vị cho phép tự do trong quá trình mô phỏng như 

được chỉ ra trong Hình 6a. Trong bài báo này, chúng tôi dùng phương pháp trường pha để 

khảo sát góc lệch θ° so với phương vết nứt mồi trong một vài trường hợp đại diện với tỷ số 

của tải trọng theo hai phương x và y tương ứng với k=0,1; 1 và 3. Sau đó, kết quả thu được so 

sánh với phương pháp phân tích lý thuyết của [16]. 
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Đặc tính của vật liệu Glass-epoxy [16, 20] như sau: mô đun đàn hồi theo ba phương e1, e2 

và e3 là E1=42,8GPa, E2= E3=9,9GPa, mô đun kháng cắt G12= G13= G23=3,7GPa. Hệ số 

Poisson 12=13=0,27, 23=0,34, 31=21=(E2/E1)12, năng lượng kháng nứt gc=0.2N/mm. 

Trong ví dụ này bài toán không gian ba chiều (3D) được áp dụng với ma trận độ mềm đàn hồi 

L được tính theo (10). Sau đó, ta tính được ma trận độ cứng đàn hồi với hướng sợi nằm ngang 

theo công thức C0=L-1. Do góc hướng sợi trong ví dụ này là= 30° nên ma trận C được tính 

công thức (13) phụ thuộc vào ma trận chuyển hướng M. 

Dầm được chia thành 333842 phần tử tứ diện bằng phần mềm GMSH 4.8.4 [19] với hai 

loại kích thước lưới: tại khu vực tròn bên trong mà khả năng vết nứt có thể lan truyền, ta chia 

lưới với hmin=0,05mm, trong khi tại các khu vực khác của kết cấu ta sử dụng lưới với 

h=0,75mm như Hình 6b. Tham số chiều dài là l=0,1mm. Hệ số dị hướng được đặt là =20 

liên quan tới ten-xơ định hướng ω trong (2). 

Trong phương pháp trường pha, đường nứt được khởi tạo từ hai đầu của vết nứt mồi 

trong tất cả các trường hợp như được biểu thị trong Hình 7. Góc lệch θ° tương ứng với các giá 

trị của tỷ số k=0,1, k=1 và k=3 là -6°, 0° và 7° so với hướng sợi và hướng vết nứt mồi. Trong 

các Hình 7c, 7f và 7i là đường cong quan hệ tải trọng-chuyển vị với hiệu ứng tải theo hai 

phương áp điều kiện kéo tấm Tx và Ty đảm bảo quan hệ Tx=k.Ty (với k=0,1, k=1 và k=3 

tương ứng). Trong ví dụ này, với việc kéo hai chiều kết cấu, vết nứt được hình thành do sự kết 

hợp của cơ chế hư hỏng dạng I và dạng II của cơ học phá hủy.  

 

 

Hình 8. Góc lệch θ° tương ứng với góc của hướng sợi α° và hệ số k=Tx/Ty trong phương pháp 
phân tích lý thuyết của [16]. 

Hình 8 chỉ ra góc lệch θ° tương ứng với các giá trị góc của hướng sợi α° và các hệ số k 

theo phương pháp lý thuyết [16]. Đường màu đỏ dùng để xác định giá trị góc θ° tương ứng 

với một vài giá trị k và góc α=30°. Ta thấy rằng khi với k=0,1, k=1 và k=3 thì góc lệch θ° 

tương ứng là -7°, 0° và 7,5° so với hướng sợi.  
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Bảng 1. So sánh góc lệch θ° giữa phương pháp trường pha với phương pháp của [16] 

Góc α°   K Phương pháp phân tích lý 
thuyết của [13] θ° 

Phương pháp trường pha 
hiện tại θ° 

Sai số (%) 

 

30° 

0,1 -7° -6° 14,3 

1 0° 0° 0 

3 7,5° 7° 6,67 

Bảng 1 dùng để so sánh và đánh giá sai số của góc lệch θ° giữa phương pháp mô phỏng 

hiện tại với phương pháp phân tích lý thuyết của [16].  Các sai số giữa hai phương pháp là khá 

nhỏ tương ứng với các giá trị k khác nhau. Từ Hình 7, Hình 8 và Bảng 1, ta thấy kết quả của 

phương pháp mô phỏng thỏa mãn với kết quả phân tích của [16].  

4. KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ 

Trong bài báo này, phương pháp trường pha với ten-xơ định hướng và một dạng của phân 

rã ten-xơ biến dạng thỏa mãn điều kiện trực giao của [14] được sử dụng. Phương pháp này 

được dùng để mô phỏng sự khởi tạo và hướng của đường nứt trong kết cấu chứa vật liệu trực 

hướng mạnh như Carbon-epoxy và Glass-epoxy. 

Trong ví dụ tách lớp vật liệu trực hướng được sử dụng bằng phương pháp mô phỏng hiện 

tại có khả năng thay thế được cho phương pháp trường pha có tính đến hư hỏng mặt phân giới 

được phát triển bởi [4] trước đó. Điều này có thể làm đơn giản hóa quá trình mô phỏng bởi 

phương pháp hiện tại chỉ sử dụng một biến trường pha duy nhất thay vì hai loại biến trường 

pha trong [4]. Trong ví dụ thứ hai với việc việc kéo hai phương một tấm chứa vật liệu trực 

hướng, điều kiện này là phức tạp vì phụ thuộc vào tỷ số tải trọng theo hai phương nhưng xu 

hướng phát triển vết nứt cũng đáp ứng tốt với kết quả tham chiếu với một vài giá trị đại diện 

của k và góc α=30°.  

Kết quả đạt được bằng phương pháp trường pha đề xuất với hai ví dụ trong cả bài toán 

2D và không gian 3D được so sánh với kết quả của phương pháp thực nghiệm và phương 

pháp phân tích lý thuyết đều cho sự đáp ứng tốt về cơ chế nứt và ứng xử vật liệu. Điều này 

chứng tỏ phương pháp trường pha là một công cụ mô phỏng tốt và tin cậy để mô tả một hệ 

thống các vết nứt phức tạp cũng như xu hướng phát triển vết nứt trong kết cấu chứa vật liệu 

trực hướng mạnh trong điều kiện hư hỏng dạng I thuần túy tương ứng với ví dụ 1 và kết hợp 

giữa hư hỏng dạng I và hư hỏng dạng II tương ứng với ví dụ 2. Trong các nghiên cứu tiếp 

theo, chúng tôi có thể nghiên cứu thêm các trường hợp còn lại với các góc α khác, cơ chế nứt 

dạng III và các vật liệu trực hướng khác như Graphite-epoxy. 
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