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Abstract. The theory of analytic pseudo-differential operators is an extension of differential 
operators, which is a powerful tool to study the application of Fourier analysis to partial 
differential equations. This paper studies some profound applications of the analytic pseudo-
differential operator that has been of interest to some mathematicians. The space of entire 
functions of exponential type is less than R and the algebra of pseudo-differential analytic 
operators on this space are included in Part 2 of the paper. The criterion for identifying a 
function in the space of exponent entire functions of type less than R is stated and proven in 
Proposition 2.1. In Part 3 of the paper, an application of the analytic pseudo-differential 
operator is presented, denoted as the exponent generator function of the extended Bernoulli 
series of numbers, is presented to study the solution of differential equations, where the shift 
operator and, the constant is the polynomial of the difference (5) introduced in Part 3. The 
convolution operator is an analytic pseudo-differential operator cleverly used in the inverse 
Laplace transform problem in the separable Hilbert spaces included at the end of the paper. 
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Tóm tắt. Lý thuyết toán tử giả vi phân giải tích là một phần mở rộng của toán tử vi phân, là 
một công cụ mạnh để nghiên cứu ứng dụng của Giải tích Fourier vào phương trình đạo hàm 
riêng. Bài báo này nghiên cứu một vài ứng dụng sâu sắc của toán tử giả vi phân giải tích đã và 
đang được một số nhà toán học quan tâm. Không gian các hàm nguyên exponent type bé hơn 
R và đại số các toán tử giả vi phân giải tích trên không gian này được đưa vào ở Phần 2 của 
bài báo. Tiêu chuẩn để nhận biết một hàm thuộc không gian các hàm nguyên exponent type 
bé hơn R được phát biểu và chứng minh ở Mệnh đề 2.1. Ở Phần 3 của bài báo trình bày một 
ứng dụng của toán tử giả vi phân giải tích với ký hiệu là hàm sinh exponent của dãy số 
Bernoulli mở rộng để nghiên cứu nghiệm của phương trình sai phân (5) được đưa vào ở Phần 
3. Toán tử tích chập là một toán tử giả vi phân giải tích được sử dụng một cách khéo léo vào 
bài toán biến đổi Laplace ngược trên không gian Hilbert tách được được đưa vào ở phần cuối 
của bài báo. 
 
Từ khóa: Toán tử giả vi phân, phương trình sai phân, biến đổi Laplace ngược. 
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1. ĐẶT VẤN ĐỀ 

Việc nghiên cứu toán tử giả vi phân bắt đầu từ những năm 1960 với các công trình của Kohn, 
Nirenberg, Hömander và Bokobza. Vào những năm 1980, Dubinskii (xem [1]) đã nghiên cứu 
toán tử giả vi phân giải tích với ký hiệu là hàm giải tích trên miền tuỳ ý n  và ứng dụng 
vào toán – lý. Cơ sở của các ứng dụng này là đại số các toán tử giả vi phân giải tích tác động 
bất biến và liên tục.  

Trong bài báo này, tác giả ứng dụng toán tử giả vi phân với ký hiệu là hàm giải tích trong 
miền    để nghiên cứu hai bài toán ở Mục 3 và Mục 4. Các kết quả, các chứng minh và 
các ví dụ của tác giả là hoàn toàn mới. 

Một số kiến thức hỗ trợ: 

 Công thức tổng Euler-Maclaurin 

 
1

2 1 (2 1) (2 1)2

0
0 1

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 (2 )!

n nh r r rr

k r

B
f x kh f x t dt f x nh f x h f x nh f x

h r

 
  

 

           

trong đó 2 ( 1, 2,...)rB r  là các số Bernoulli, được xác định bởi 22

1

1
1 2 (2 )!

rr
z

r

Bz z
z

e r





  
  . 

 Giả sử X và Y là các không gian Hilbert và :A X X và :B Y Y là các toán tử 
tuyến tính bị chặn. Khi đó chúng ta nói rằng B là tương đương unitary với A nếu tồn tại toán 
tử :U X Y sao cho 1B U AU  . 

 Biến đổi Laplace 2 2( ) ( )L L  L  là toán tử bị chặn, hơn nữa ta có 

2 2L L



L . 

2. KHÔNG GIAN ( )R ZExp  VÀ ĐẠI SỐ CÁC TOÁN TỬ GIẢ VI PHÂN GIẢI TÍCH 

Chúng ta xét các hàm nguyên ( ),u z z . 

2.1. Không gian ( )R ZExp   

Giả sử 0R  và  :RS R    là miền tròn mở bán kính R . 

Định nghĩa (xem [6]) : Ta đặt 

 .( ) ( ) : ( ) . ,r z
R Z ZExp u z u z M e z    , trong đó 0M  là một hằng số và 0 r R  . 

Như vậy ( )R ZExp  là không gian con của không gian các hàm nguyên exponent type r R . 

Ví dụ 2.1: 

+ Đa thức bất kỳ ( ) ( )R ZP z Exp  với 0R  tuỳ ý. 

+ Hàm .a ze là hàm nguyên exponent có type ( )az
R Za e Exp   với R a   (xem [7]). 

+ Hàmsin z là hàm nguyên exponent có type sin ( )R Zz Exp    với R   . 

+ Hàm f thuộc không gian Paley-Wiener (xem [5]) (nghĩa là f là hàm bình phương khả tích 

trên   và   supp ,f L L  , với 0L   và f  là biến đổi Fourier của f ) là hàm nguyên 

exponent type 2 L , do đó ( )R Zf Exp  với R L  . 
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Mệnh đề 2.1: Hàm nguyên ( )u z  thuộc ( )R ZExp   khi và chỉ khi tồn tại 0,0M r R   sao 

cho ( ) . . , ,r z
zD u z M e r z       là số nguyên không âm và ( )D u z  là đạo hàm cấp   

của hàm ( )u z . 

Điều kiện đủ là hiển nhiên. 

Ta chứng minh điều kiện cần. 

Thật vậy, giả sử ( ) ( )R Zu z Exp  . Áp dụng công thức tích phân Cauchy ta có 

1

! ( )
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2 ( )n
z a

u
D u z d

i z




  
  
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 
  

Ta có ( ) . . .r z r z rau z M e M e e  với 0M  , do đó
0

!
( ) . . . . !min

ra
r z r zra

a

e
D u z M e e M e

a a


 

 


   . 

Vì
0

min
ra

a

e

a
đạt tại a

r


 và áp dụng công thức Stirling [11] ! 2

e


 

 
 
 

 khi  nên 

tồn tại 0;M r r R   sao cho  ( ) . . ,r z
zD u z M e r z

     Điều kiện cần được chứng 

minh xong. 

Sự hội tụ trong không gian ( )R ZExp   

Ta nói dãy ( )u z hội tụ đến hàm ( )u z khi  trong không gian ( )R ZExp  nếu thoả mãn 

hai điều kiện sau: 

+ Dãy ( )u z hội tụ đến ( )u z đều địa phương trong Z . 

+ Tồn tại hằng số 0M  và 0 r R  sao cho ( ) . , , 1, 2,...r z
zu z M e z      

Hiển nhiên với sự hội tụ này ( )R ZExp  là không gian tô pô tuyến tính đầy đủ. 

2.2. Toán tử giả vi phân với ký hiệu là hàm giải tích trong RS  

Giả sử ( )A  là hàm giải tích bất kỳ trong miền tròn mở RS . Ta so sánh hàm ( )A  với toán 

tử ( )A D , bằng cách thay hình thức biến bởi toán tử đạo hàm
d

D
dz

  (xem [9]). 

Hàm ( )A  được gọi là ký hiệu của toán tử ( )A D . 

Ta đã biết hàm ( )A  giải tích trong miền tròn mở RS nên khai triển được thành chuỗi Taylor 

dạng 

0

( ) . , RA a S




  




  trong đó
(0)

!

D A
a



 
  (xem [13]). 

Định nghĩa: Tác động của toán tử ( )A D được xác định bởi công thức 

 
0

( ) ( ) . ( ), ( ) ( )R ZA D u z a D u z u z Exp








   . (1) 

Mệnh đề 2.2: 
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Nếu hàm ( )u z thuộc ( )R ZExp   thì hàm ( ) ( )A D u z  được xác định và cũng thuộc không gian 

( )R ZExp  , hơn nữa ánh xạ ( ) : ( ) ( )R Z R ZA D Exp Exp  là liên tục. 

Mệnh đề 2.3:  

Tập hợp A ( )RS tất cả các toán tử giả vi phân giải tích ( )A D có ký hiệu là hàm ( )A  giải tích 

trong miền tròn mở RS là một đại số các toán tử đẳng cấu với đại số ( )RO S  các hàm giải tích 

( )A  trong RS . Khi đó 

( ) ( )A D A  , 

( ) ( ) ( ) ( )A D B D A B        , 

( ) ( ) ( ) ( )A D B D A B  . 

Đặc biệt nếu ( )A   và 1( )A   cùng thuộc ( )RO S  thì 1( )A D  là toán tử nghịch đảo của ( )A D  

(xem [14]). 

Ví dụ 2.2: Như đã biết các số Bernoulli [4] là các hệ số kB của hàm sinh exponent 

 
0

( )
1 !

kk

k

B
A

e k

 




  
  . (2) 

Ta có ( )A  giải tích trong miền tròn mở  : 2RS     , là ký hiệu của toán tử giả vi phân 

giải tích ( )A D tác động trong không gian 2 ( )ZExp   được xác định bởi công thức 

0

( ) ( ) ( )
!

kk

k

B
A D u z D u z

k





  , 2( ) ( )Zu z Exp   . 

Ví dụ 2.3: Xét toán tử vi - sai phân 

 
0

( ) ( )
m

Au z b D u z a
 

 

  . (3) 

Dễ dàng thấy rằng ( )Au z  là toán tử giả vi phân giải tích với ký hiệu là .

0

( ) .
m

aA b e 




 


  . 

Ví dụ 2.4: Xét toán tử dịch chuyển (xem [14]) ( ) ( )Au z u z a  , trong đó a  là véc tơ dịch 

chuyển, zz . 

Ta có khai triển Taylor 
0 0

( )
( ) ( ) ( )

! !

D u z a
Au z u z a a D u z

 
 

  

 

 

       . 

Do đó toán tử dịch chuyển là toán tử giả vi phân giải tích với ký hiệu là hàm 

.

0

( )
!

aa
A e


 



 






   . 

Ví dụ 2.5: Giả sử ( )d  là độ đo compact trong . Xét toán tử tích chập 

 ( ) ( ) ( )Au z u z d   


, (4) 

trong đó ( )u z  là hàm nguyên exponent trên  . 

Theo công thức Taylor ta có 
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0

( ) . ( )Au z a D u z








 , trong đó
1

( ) ( )
!

a d
   


  



. 

Như vậy, toán tử tích chập là toán tử giả vi phân giải tích với ký hiệu là 
0

( )A a 




 




  . 

3. TOÁN TỬ GIẢ VI PHÂN GIẢI TÍCH VÀ PHƯƠNG TRÌNH SAI PHÂN 

Ký hiệu toán tử dịch chuyển là ( ) ( 1)f z f z    và toán tử đạo hàm là ( ) ( )Df z f z . 

Khi đó ta có De  . Thật vậy khai triển Taylor hàm ( 1)f z  ta có 

2
2 2( ) ( )

( ) ( 1) ( ) 1 1 ... 1 1 1 ... ( ) ( )
1! 2! 1! 2!

Df z f z D D
f z f z f z f z e f z

   
                

 
. 

Xét phương trình sai phân (xem [12])  

 ( ) ( ) ( )P f z z   (5) 

trong đó ( ) ( 1)f z f z    là toán tử dịch chuyển và 
0

( )
n

P c 




    là đa thức của toán tử sai 

phân với hệ số là hằng số. 

Bổ đề 3.1: Giả sử ( ) ( )R Zz Exp    và 1z   là nghiệm bội m  của đa thức đặc trưng  

0

( ) .
n

P z c z


 . Khi đó nếu  ( ) ( )R Zf z Exp   là nghiệm của phương trình vi phân 

 ( ) ( ) ( )mD f z A D z  (6) 

trong đó 
0

( )
( )

!
kk

k

B m
A D D

k





  và ( )kB m  là các số Bernoulli mở rộng thì ( )f z  là nghiệm của 

phương trình sai phân 

 ( ) ( ) ( )P f z z   (7) 

Chứng minh: Ta biết rằng hàm ( ) ( )R Zu z Exp  nếu và chỉ nếu tồn tại 0,0M r R   sao 

cho ( ) , ,r z
ZD u z Me r z      . Do đó các nguyên hàm của hàm ( )u z  cũng 

thuộc ( )R ZExp  . 

Bây giờ giả sử hàm ( )f z  là nghiệm của phương trình ( ) ( ) ( )mD f z A D z . 

Ta có đa thức toán tử sai phân
0

( )
n

P c 




   tác động như toán tử giả vi phân giải tích trong 

( )ZExp  và thoả mãn ( ) ( )DP P e  , nghĩa là ( ) ( ) ( ) ( )DP z P e z   , ( ) ( )Zz Exp   . 

Đặt
0

( )
( )

( ) !

m
kk

k

B m
A

P e k

 




   , trong đó ( )kB m  là các số Bernoulli mở rộng, m chỉ số bội 

của nghiệm 0  . Khi đó hàm ( )A  giải tích trong miền tròn mở  :RS R    ( R là 

khoảng cách bé nhất từ điểm 0  đến các không điểm của ( )P e ). 

Do đó ( )A D là toán tử giả vi phân giải tích xác định trên không gian ( )R ZExp  . 
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Từ đó suy ra ( ). ( )D mP e A D D . 

Theo giả thiết có ( ) ( ) ( )mD f z A D z ⇒ ( ). ( ) ( ) ( ) ( )DP e A D f z A D z . 

Nhân hai vế phương trình với toán tử 1( )A D  ta suy ra ( ). ( ) ( )DP e f z z . Như vậy nếu ( )z  

thuộc không gian ( )R ZExp   thì ( )f z  là nghiệm của phương trình sai phân ( ) ( ) ( )P f z z   

(đpcm). 

Ví dụ 3.1: Tìm nghiệm của phương trình sai phân ( ) ( ) ( )P f z z  , trong trường hợp  

 ( ) ,0azz e a R     (8) 

Ta có ( ) ( )R Zz Exp   , giả sử m  là số bội của nghiệm 1z   của đa thức đặc trưng ( )P z . 

Áp dụng Bổ đề trên ta có  

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

! ! ! !
m k k az k az az kk k k k

k k k k

B m B m B m B m
D f z D z D e a e e a

k k k k


   

   

             

( )

m
az

a

a
e

P e
  . 

Lấy tích phân hai vế của ( )
( )

m
m az

a

a
D f z e

P e
   liên tiếp m  lần ( 1)m   ta có nghiệm của 

phương trình là  

 1
1 1( ) ...

( )

az
m

m ma

e
f z c z c z c

P e


     , (9) 

trong đó 1,..., mc c là các hằng số tuỳ ý. 

Ví dụ 3.2: Xét bài toán Cauchy đối với phương trình dịch chuyển (xem [10]) 

 ( , ) ( , ) 0( , )Z

u
z u z a z  




    


  , (10) 

(0, ) ( )u z z , trong đó ( ) ( )R Zz Exp   . 

Ta có ( , ) ( , )aDu z a e u z    nên suy ra ( , ) ( , ) 0, (0, ) ( )aDu
z e u z u z z  




  


. Do đó 

.( , ) ( )
aDeu z e z  . Vậy nghiệm của bài toán là 

 
0

( , ) ( )
!

naD

n

e
u z z

n


 






   hoặc là 

     
0 0

( , ) ( ) ( )
! !

n n

naD

n n

u z e z z na
n n

 
  

 

 

 
      . 

Trường hợp riêng, nghiệm cơ bản của bài toán Cauchy đã cho là   

 
 

0

( , ) ( )
!

n

n

z z na
n


  






  . (11) 

4. TOÁN TỬ GIẢ VI PHÂN GIẢI TÍCH VÀ BIẾN ĐỔI LAPLACE NGƯỢC 
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Trong phần này chúng ta xét phép biến đổi Laplace [3]: 2 2( ) ( )L L  L được xác định 
bởi  

 
0

( ( ))( ) ( ) sxf x s f x e dx


 L . (12) 

Biến đổi Laplace của các hàm thuộc 2 ( )L  liên quan mật thiết với các hàm thuộc không gian 

Hardy được định nghĩa là 2 ( ) ( )H x iy   , giải tích với 0x  và 
2

0
sup ( ) }
x R

x iy dy


   . 

Mệnh đề 4.1: Biến đổi Laplace 2 2( ) ( )L L 
 L là hàm thuộc không gian Hardy 2 ( )H  . 

Thật vậy, áp dụng công thức Fourier trong 2L  (xem [2]) ta có 

22 2

0

( ) 2 (2 )xtf x iy dy e f t dt 


  


L . 

Đặt 2 t v   ta có 2

22 2

( )
0 0

( ) 2 ( ) 2 ( ) 2xv

L
f x iy dy e f v dv f v dv f   

 
      



L  (đpcm). 

Mệnh đề 4.2: Nếu f là hàm giải tích trên nửa mặt phẳng  , 0z x iy x     và thoả mãn 
2

0
sup ( )
x

f x iy dy


  


thì f là biến đổi Laplace của hàm 2 ( )L   , hơn nữa biến đổi 

Laplace 2 2( ) ( )L H  L là toán tử unitary (xem [15]).  

Ta đưa vào toán tửU xác định bởi /2( ) . ( )v vf v e f eU . Dễ dàng thấy rằng U là toán tử unitary 

từ 2 ( )L  vào 2 ( )L  . Xét toán tử tích phân Carleman trên 2 ( )L   xác định bởi 

0

( )
( )

f y
Sf x dy

x y




 . 

Ta có 2S  L là toán tử bị chặn, tự liên hợp với 2S  L  (xem [16]). Bây giờ ta xác định 

toán tử T tác động trên 2 ( )L  ,  

 

2 2

2 2

1 2 1

2

,

( ) ( )

( ) ( ),

TL

L

T

L

L

 









U U U U

 

 

                   

L

L  (13) 

T là toán tử tích phân Carleman được xác định bởi tích chập 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Tf x K x f x K x y f y dy   


, (14) 

trong đó 
1

( )
2cosh

2

K x
x

 .   

Thấy rằng T là toán tử bị chặn, tự liên hợp với T  . 
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Bổ đề 4.1: Giả sử ɸ 2 2( ) ( )H L     và ( )xUL  có thác triển giải tích trên dải 

 : Imz z    . Khi đó  

 1 1 ( ) ( )

2
( ) x i x ix    


    

 
U U

U
L L

L . (15) 

Chứng minh: 

Trước hết ta chứng minh 

 
cosh cosh

2

ixe
dx

x

 







. (16) 

Thật vậy, vì cosh x là hàm chẵn nên giả thiết 0  . Tập hợp các cực điểm của hàm
1

cosh x
là 

nghiệm của phương trình cos( ) 0ix  , là tập:
3 5

, , ,...
2 2 2

i i i   
 
 

. 

Áp dụng tính chất của thặng dư ta có 

3 5

2 2 2

3 5
2 2 22 ... 2 ...

3 5cosh sinh sinh sinh cosh
2 2 2 2

i i i
ix

i i i
e e ee

dx i i ie ie ie
i i ix

  
  

  
    

  

       
           

  
 




Thay hình thức   bởi 2  và x  bởi 
2

x
  vào công thức (16) ta có 

 
cosh2cosh

2

ixe
dx

x

 







. (17) 

Giả sử 2 ( )f L  với f có giá compact. Lấy biến đổi Fourier của tích chập (xem [8]). 

1
( ) ( ) ( ) ( )

2cosh
2

Tf x K x f x f x
x

     

và sử dụng (17) ta có 

     1 cosh 1
( ) ( ) ( ) ( ) cosh( ( )) ( )

cosh
Tf f T f f iD f

      
  

       , 

trong đó
d

D
dx

 là toán tử đạo hàm. 

Lấy biến đổi Fourier ngược ta có 

 1 1
( ) cos( ). ( )T f x D f x


   . (18) 

Từ công thức (13) suy ra 
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 2 1 1 1 1 11 1
. . cos( ). .cos( ).T D D 

 
           U U U U U UL L L . (19) 

Theo giả thiết 2 2( ) ( )H L      nên tồn tại 2 ( )L   sao cho 2     U UL L L= . 

Từ (13) và (18) dễ thấy rằng UL  thuộc miền xác định của 
1

cos( )D


, nghĩa là khi 

2 2( ) ( )H L       ta có 21
cos( ) ( )D L 


U L . 

Công thức (19) là công thức liên hệ trực tiếp giữa phép biến đổi Laplace ngược với toán tử giả 
vi phân giải tích. 

Ký hiệu toán tử tịnh tiến là ( ) ( )hE g x g x h  và toán tử đạo hàm là ( ) ( )Dg x g x . Khi đó áp 

dụng công thức Taylor ta có 
2 2

2( ) ( )
( ) ( ) ( ) ... 1 ... ( ) ( )

1! 2! 1! 2!
hD

h

g x g x Dh D h
E g x g x h g x h h g x e g x

   
             

 
. 

Do đó suy ra 

cos( ) ( ) ( ) ( )
2 2

i D i D
i iE Ee e

D g x g z g x
 

 



    . 

Do đó 
( ) ( )

cos( ) ( )
2

g x i g x i
D g x

    
 , với điều kiện hàm g  được xác định trên   và 

có thác triển giải tích trên dải   : Imz z    . 

Theo giả thiết ( )xUL cũng có thác triển giải tích trên dải  : Imz z     nên 

 
( ) ( )

cos( ) ( )
2

x i x i
D x

       


U U
U

L L
L . (20) 

Từ (19) và (20) ta có 

 1 1 ( ) ( )
( )

2

x i x i
x

   


    
 

U U
U

L L
L (đpcm). (21) 

Ví dụ 4.1: Xét hàm trong không gian 2 ( )L  xác định bởi 

 ( ) ( 2021) ( 2022)t H t H t     , (22) 

trong đó
1, 0

( )
0, 0

t
H t

t


  

 là hàm bước đơn vị Heaviside.  

Áp dụng tính chất tích phân của biến đổi Laplace ta có 

 
2021 2022

2021 2022 1 1
( )

2021 2022

s s
s s

x x

e e
e e dx dx

s x x
 

  
               

 L L L L L . 

Suy ra ( ) ln( 2022) ln( 2021)x x x    L . 

Do đó 2( ) ln( 2022) ln( 2021)
x

x xx e e e      UL . 
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Theo nguyên lý phản xạ Schwartz (xem [16]) trên dải  : Imz z     ta có 

( ) ( ) ( )x i x i x i         U U UL L L . 

Bởi vậy từ công thức (21) suy ra  cos( ) ( ) Re ( )D x x i    U UL L .  

Từ đó ta có 

2
1 1

cos( ) ( ) Re ln(2022 ) ln(2021 )
x

x xD x Ie e e 
 

 
       

 
UL  

2
1

arg(2022 ) arg(2021 )
x

x xe e e


       . 

Suy ra 

 1 1 1
cos( ) ( ) arg(2021 ) arg(2022 )D t t t 

 
    U UL . 

Sử dụng 
0 , 0

arg
, 0




 


  
  ta có 

1 1
cos( ) ( ) ( 2021) ( 2022) ( )D t H t H t t  


     U UL . 

5. KẾT LUẬN 

Bài báo đã trình bày về toán tử giả vi phân giải tích với ký hiệu là hàm giải tích trên miền 
Runge trong   và ứng dụng để đưa ra công thức nghiệm tường minh cho phương trình sai 
phân ( ) ( ) ( ), ( ) ( )R ZP f z z z Exp      và công thức biến đổi Laplace ngược trong không 

gian Hilbert tách được 2 ( )L  . 

LỜI CẢM ƠN 
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