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Abstract. In recent years, the phase field method has become a reliable and effective 

simulation tool to predict the damage in structures containing construction materials. In multi-

phase structures, the interface shape between material phases is often very complex and 

random, which makes it difficult to determine the boundaries of these phases, leading to 

inaccurate simulation results. Therefore, the objectives of this paper: (i) use the phase field 

method to simulate the crack initiation and propagation in structures containing component 

multi-phase with the interaction between the bulk damage in the interior of these phases 

(described by the phase field variable d) and the interfacial damage (represented by a 

supplemental fixed scalar phase field variable  ); (ii) build a supplemental sub-function to 

handle image formats of structure with each color representing a material phase, based on the 

principle that one color of image will have a representative range of numbers to determine the 

interface shape. The obtained results in this paper show that the current phase field method 

combined with the supplemental sub-function can accurately simulate the damage of 

structures containing component multi-phase. 

Keywords: phase field method, crack, supplemental sub-function, multi-phase structure, 

interfacial damage. 
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Tóm tắt. Trong những năm gần đây, phương pháp phase field là một công cụ mô phỏng đáng 

tin cậy và hiệu quả để dự đoán hư hỏng trong kết cấu chứa các loại vật liệu xây dựng. Trong 

kết cấu nhiều pha vật liệu, hình dạng mặt phân giới giữa các pha thường rất phức tạp, điều 

này gây khó khăn trong việc xác định ranh giới của các pha này dẫn tới kết quả mô phỏng 

không chính xác. Do đó, mục tiêu của bài báo này: (i) sử dụng phương pháp phase field để mô 

phỏng sự hình thành và lan truyền vết nứt trong kết cấu chứa nhiều pha vật liệu với sự tương 

tác giữa hư hỏng trong nội tại các pha (mô tả bằng biến phase field d) và hư hỏng mặt phân 

giới của các pha (đại điện bằng biến phase field bổ sung  ); (ii) xây dựng một hàm con bổ 

sung xử lý các định dạng ảnh của kết cấu với mỗi màu đại diện cho một pha vật liệu, dựa trên 

nguyên lý một màu sẽ có một dải số đại diện để xác định hình dạng mặt phân giới. Các kết 

quả đạt được của bài báo này cho thấy phương pháp phase field hiện tại kết hợp với hàm con 

bổ sung có thể mô phỏng chính xác hư hỏng của kết cấu chứa nhiều pha vật liệu thành phần. 

 

Từ khóa: Phương pháp phase field, vết nứt, hàm con bổ sung, kết cấu nhiều pha, hư hỏng 

mặt phân giới. 

© 2021 Trường Đại học Giao thông vận tải 

1. ĐẶT VẤN ĐỀ 

Trong thời gian gần đây, phương pháp phase field trở thành một công cụ mạnh để mô 

phỏng sự phát triển vết nứt phức tạp trong kết cấu. Các nghiên cứu [1, 2] đã sử dụng phương 

pháp phase field để dự đoán sự hư hỏng trong vật liệu đồng nhất, đẳng hướng đã cho kết quả 
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với độ chính xác cao. Tiếp đó, phương pháp mô phỏng này được dùng để mô tả sự phát triển 

vết nứt trong kết cấu chứa vật liệu dị hướng [3], bằng việc sử dụng nhiều biến phase field và 

một ten-xơ định hướng để đại diện cho các hướng ưu tiên của vết nứt có thể xảy ra trong kết 

cấu này. Gần đây, trong nghiên cứu [4], phương pháp phase field được sử dụng để mô phỏng 

sự hình thành và lan truyền vết nứt trong dầm bê tông cường độ cao sử dụng nano-silica. Kết 

quả thu được từ mô hình mô phỏng và mô hình thực nghiệm đã cho thấy sự tương đồng về 

mặt đường cong ứng xử và hình dạng vết nứt. 

Trong kết cấu nhiều pha vật liệu thành phần, để mô tả sự phát triển vết nứt phức tạp, đặc 

biệt tại khu vực mặt phân giới giữa các pha, sẽ xuất hiện các khó khăn được như sau: (i) xác 

định chính xác hình dạng mặt phân giới giữa các pha, (ii) mô hình để mô tả sự dính kết giữa 

hai pha vật liệu thành phần và (iii) công cụ mô phỏng để dự đoán hư hỏng trong dạng kết cấu 

này trong việc kết hợp với (i) và (ii). Để giải quyết vấn đề (i), ta có thể dễ dàng thực hiện khi 

hình dạng các pha là đơn giản: hình tròn, hình có các cạnh thẳng như hình vuông, chữ nhật. 

Tuy nhiên, các kết cấu thường gặp trong thực tế rất hiếm khi các pha có hình dạng đơn giản 

như vậy mà thường là các hình phức tạp và ngẫu nhiên, không có quy luật để mô tả như các 

hạt cốt liệu trong bê tông. Do đó, cần thiết phải thiết lập một hàm con bổ sung để mô tả các 

hình dạng mặt phân giới giữa các pha phức tạp này. Nội dung của hàm con nêu trên được viết 

và giới thiệu trong bài báo này. Đối với vấn đề (ii) đã có nhiều phương pháp được phát triển 

để xác định sự dính bám tại mặt phân giới như việc tạo ra một pha vật liệu mỏng giữa hai pha 

vật liệu chính với đặc tính vật liệu được phân cấp [5] hoặc sử dụng mô hình vùng dính kết 

(Cohesive zone model-CZM) được giới thiệu lần đầu bởi [6, 7] để giải quyết các điểm ứng 

suất kỳ dị ở đầu vết nứt bằng việc mô tả  quan hệ giữa ứng suất kéo gây nứt và bước nhảy 

chuyển vị tại khu vực mặt phân giới. Mô hình CZM được đưa vào phương pháp phần tử hữu 

hạn trong  [8, 9, 10] để thuận tiện cho việc mô phỏng hoặc là công cụ để thêm vào các 

phương pháp mô phỏng khác để mô tả hư hỏng mặt phân giới. Với vấn đề cuối cùng (iii), 

nghiên cứu này đã sử dụng phương pháp phase field với việc sử dụng thêm một biến phase 

field đại diện cho hư hỏng mặt phân giới kết hợp với mô hình CZM (ii) để mô tả sự cạnh 

tranh giữa hư hỏng mặt phân giới của các pha và hư hỏng nội tại của các pha này trong kết 

cấu chứa nhiều pha vật liệu. Từ đó, kết cấu được sử dụng trong mô phỏng là kết cấu được xử 

lý bằng hàm con bổ sung (i) để xác định chính xác ranh giới giữa các pha, và số điểm ảnh sau 

khi xử lý chính là số phần tử được chia trong kết cấu.  

Bài báo có cấu trúc gồm những phần như sau: Phần 2 dùng để mô tả phương pháp phase 

field với việc sử dụng thêm một biến phase field tại mặt phân giới, mô hình CZM và nội dung 

hàm con bổ sung; Phần 3 dành cho việc giới thiệu và phân tích một vài ví dụ áp dụng; Cuối 

cùng, phần 4 đưa ra các kết luận và kiến nghị. 

2. PHƯƠNG PHÁP PHASE FIELD CÓ XÉT TỚI HƯ HỎNG MẶT PHÂN GIỚI GIỮA 

CÁC PHA 

Cho một miền   là một vật thể bị nứt, trong đó  là biên ngoài của  . Vật thể này 

chứa pha cốt và pha nền với mặt phân giới của hai pha là 
I  được thể hiện trong Hình 1a. 

Cho  là vết nứt trong miền vật thể  . Trạng thái phát triển của vết nứt được mô tả bằng một 

biến phase field d(x) với x  (xem Hình 1c), trong khi mặt phân giới giữa hai pha vật liệu 

được đại điện bằng một biến phase field bổ sung ( ) x  như Hình 1b. Cả hai biến phase field 

d(x) và ( ) x  này đều là đại lượng vô hướng, có giá trị thay đổi từ 0 (trạng thái kết cấu ban 

đầu chưa bị hư hỏng) tới 1 (kết cấu xuất hiện vết nứt). 
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Hình 1. Mô tả vật thể nhiều pha bị nứt: (a) Vật thể chứa mặt phân giới giữa các pha và vết nứt, (b) biến 

phase field trên mặt phân giới ( ) x , (c) vết nứt thông qua biến phase field d(x). 

2.1.  Các phương trình năng lượng 

Trong phương pháp phase field có xét tới hư hỏng mặt phân giới 
I , tổng năng lượng 

trong một vật thể bị nứt được mô tả bởi ba thành phần dưới đây:  

( , , ) ( , ) (1 ) ( , ) ( , ) ( , )e I

u e cE d W d d g d d d d      
  

= + −  +     u w  (1) 

Trong đó gc là năng lượng kháng nứt,
2

( , ) .
2 2

d l
d d d d

l
  = +    là hàm mật độ vết nứt, l 

là tham số chiều dài, 
2

( , ) .
2 2

l

l



     = +    là hàm mật độ vết nứt tại vị trí mặt phân 

giới 
I , 

I là hàm năng lượng do chuyển vị trên 
I , = h. ( ). Iw u x n  là bước nhảy chuyển 

vị tại 
I , với h là kích thước của lưới phần tử và nI là vec-tơ pháp tuyến của 

I . Biến phase 

field trên mặt phân giới ( ) x  đạt được bằng việc giải hệ phương trình sau: 

.

.

2( ) ( ) 0 trong

( ) 1 tai

( ) . 0 tai

I

l 






−  = 


= 


 = 

x x

x

x n

 

 

    (2) 

Trong đó n là vec-tơ pháp tuyến tại biên   và ( ) x  là toán tử Laplace của ( ) x .  

Ten-xơ biến dạng   được chia thành ten-xơ biến dạng bên trong vật thể e và ten-xơ 

biến dạng   liên quan tới bước nhảy tại vị trí mặt phân giới: 
e + =   . Ở đó, biến dạng bên 
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trong vật thể e phân rã thành phần dương e

+  đại diện cho phần chịu kéo và phần âm e

− đại 

diện cho phần chịu nén khi kết cấu chịu tác dụng của tải trọng: 

e e e
+ −+ =           (3) 

Ta đặt ( , , ) ( , , )E d W d d 


= u u  thì tổng năng lượng từ (1) được viết lại như sau: 

( , , ) ( , ) (1 ) ( , ) ( , ) ( , )e I

u e cW d W d g d d       = + −  + u w  (4) 

Trong nghiên cứu của Nguyen và cộng sự [11], hàm mật độ năng lượng đàn hồi 
e

uW  được 

định nghĩa như sau: 

( , ) ( ){ ( ) } ( )e

u e e e eW d g d k+ + − −=  + +u     (5) 

Trong đó, ta sử dụng hàm suy biến g(d)=(1-d)2 để mô phỏng sự thay đổi độ cứng của vật 

thể bị nứt, k là số thực vô cùng nhỏ để đảm bảo không xuất hiện điểm kỳ dị trong quá trình hư 

hỏng kết cấu.  

Với hai thành phần năng lượng đàn hồi liên quan tới e
+ và e

− được mô tả như sau: 

( )
2

2( ) ( ) {( )}
2

e e e eTr Tr


 


 = +    

 (6) 

Với ( ) / 2


• = • • ,  và   là hệ số Lamé của vật liệu.  

2.2.  Bài toán phase field 

Áp dụng nguyên lý tiêu hao năng lượng của [12], hệ phương trình được giải trên miền   

với biên ngoài  để xác định biến d như sau: 

.

.

2(1 ) (1 ) ( , ) 0 trong

( ) 1 tai

( ) . 0 tai

e cd g d d

d

d

 


− − −  = 


= 

 = 

x

x n

H

 

 

    (7) 

Trong đó ( , )d

d
d d l d

l
   = −   là đạo hàm của hàm mật độ vết nứt theo biến phase field 

d, d  là toán tử Laplace của biến d. 

Với 
eH  là hàm lịch sử biến dạng theo thời gian  được xác định như sau: 

 
( ) 

0,
max ,e

e
t

+


=  xH  (8) 
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Thay ( , )d

d
d d l d

l
   = −   vào phương trình (71) ở trên và sử dụng dạng yếu bằng cách 

nhân thêm d  trên miền tích phân , ta có:  

2 (1 ) (1 ) . ( ) 2e ec
c

g
d d g l d d d dd

l
    

 

  
+ − + −    =   

  
 H H  

 

(9) 

2.3.  Bài toán chuyển vị 

Với tổng năng lượng ( , , )E d u  trong vật thể bị nứt từ công thức (1) với chuyển vị u, 

dạng yếu của bài toán chuyển vị được viết như sau: 

( )
( )

: ( , ) .

F

e I

u
e

e

W
d d d      

   

 
+  = + 

    
w

u w f u F u
w




 
(10) 

Công thức (10) có thể được phân tích lại dưới dạng: 

( ): ( ) ( , ) : 0s

e e ed d d     
  

+  −   =  u t w w u    (11) 

Trong đó f và F  là lực khối trong vật thể   và ngoại lực trên biên 
F . Đặt 

e

u
e

e

W


 =


 

là ứng suất Cauchy và 
( )

( )
I

=


w
t w

w
 là ứng suất kéo trên mặt phân giới 

I với 

( ). Ih = w u n . Sử dụng ( )e =n t w , công thức (11) được biến đổi như sau: 

( ) : ( , ) s

e e d    


+   −  u n w u   (12) 

Trong công thức (12), e thỏa mãn biểu thức dưới đây: 

( , )s s

e   = =   u - n w  −   (13) 

Trong đó, ( ) ( ), ,
ij

/ 2s

i j j iu u = +u , ( ) ( )
ij

w ws

i j j in n = +n w  và 

( , )s

  =  n w . 

Với phương trình (10), ứng suất Cauchy được xác định là đạo hàm của hàm mật độ năng 

lượng đàn hồi với ten-xơ biến dạng bên trong vật thể 
e , với  1;1;0

T
1 = : 

  ( ) 2 2
e

u
e e e e e

e

W
g d k Tr Tr   + −

+ −


= + + + +


1 1   


 =  

    (14) 

2.4.  Mô hình hư hỏng trên mặt phân giới giữa các pha vật liệu 

Dạng tổng quát của ứng suất kéo trên mặt phân giới ( )t w  từ công thức (11) như sau: 
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 ( ) (w ), (w ) T

n n t tt t=t w  (15) 

Trong đó tn và tt là thành phần pháp tuyến và tiếp tuyến của t(w) trên mặt phân giới 
I  

với ( ). I

nt = t w n , ta sử dụng mô hình  vùng dính kết CZM của [13] như dưới đây: 

w w
(w ) expI n n

n n c

n n

t g
 

   
= −   

   
 

(16) 

Với w . I

n = w n
 
thành phần pháp tuyến của bước nhảy chuyển vị, 

I

cg là năng lượng kháng 

nứt của mặt phân giới được tính bằng diện tích của quan hệ giữa ứng suất kéo và bước nhảy 

chuyển vị của mặt phân giới như Hình 2, 
ut  là cường độ chịu kéo tới hạn của vật liệu tại 

I  

và 
exp(1)

I

c
n

u

g

t
 =  là giá trị bước nhảy chuyển vị khi 

n ut t= . 

 

Hình 2. Mô hình vùng dính kết cho mặt phân giới 
I

 . 

2.5.  Hàm con bổ sung để xác định hình dạng mặt phân giới giữa các pha 

Một hàm con bổ sung được viết trên nền phần mềm Matlab 2014b [14] để nhận diện các 

điểm ảnh trên định dạng *.jpg hoặc *.tif. Mục đích của hàm con này để xác định hình dạng 

mặt phân giới của các pha trên các định dạng ảnh này. Hàm này có vai trò quan trọng đối với 

hình dạng mặt phân giới phức tạp và ngẫu nhiên (như hình dạng hạt cốt liệu trong bê tông), 

các phần mềm hiện nay không tự xử lý được vấn đề này. Để dễ hiểu quá trình thực hiện, nội 

dung của hàm con có tên “Doc_hinh_anh.m” để xác định hình dạng mặt phân giới cho một 

định dạng ảnh đen trắng đơn giản như Hình 3a có tên “Ten_hinh.jpg” được trình bày dưới 

đây: 
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Function [Xu_ly_hinh_anh] =Doc_hinh_anh () 

             

% Đọc hình ảnh

 
            Hinh_anh = imread ('Ten_hinh.jpg');  

             % Xác định kích thước hình ảnh 

            [cao, rong, matphang] = size(Hinh_anh); 

            Hinh_xu_ly = reshape(Hinh_anh, cao, rong * matphang); 

            % Xác định số lượng điểm ảnh theo phương ngang 

            x= Hinh_xu_ly (:,1:200); 

            clear Hinh_xu_ly 

            Hinh_xu_ly =x; 

            Hinh_xu_ly =double(Hinh_xu_ly); 

            figure 

            imshow(Hinh_xu_ly) 

           % Nhận dạng ranh giới các pha 

           Hinh_xu_ly (Hinh_xu_ly <=50)=1; 

           Hinh_xu_ly (Hinh_xu_ly >=50)=2; 

           imagesc(Hinh_xu_ly) 

           axis equal 

           xlim([0 200]) 

           ylim([0 200]) 

           set(gcf,'Color',[1,1,1]); 

           colormap('gray'); 

 end 

 

 
 

(a)

 

(b)

 

(c)

 Hình 3. Xử lý hình ảnh một mẫu chứa 2 pha: (a) Ảnh thực tế có tên “Ten_hinh.jpg”, (b) Kích thước 

ảnh và các pha, (c) Số điểm ảnh sau khi xử lý là 40000 điểm. 



Transport and Communications Science Journal, Vol 72, Issue 8 (10/2021), 893-907 

901 

Định dạng ảnh của Hình 3a có tên “Ten_hinh.jpg”  với kích thước 1x1mm có hai pha với 

pha tên số 1 có màu đen đại diện cho pha cốt là một hình tròn với đường kính 0,3mm và pha 

số 2 có màu trắng đại diện cho pha nền được thể hiện ở Hình 3b. Ta có thể xác định được diện 

tích pha số 1 chiếm 7,07% diện tích mẫu theo cách tính toán học. Sau khi được hàm con 

“Doc_hinh_anh.m” xử lý, mẫu này được chia thành 200x200=40000 điểm ảnh vuông như 

Hình 3c, trong đó pha số 1 có 2890 điểm ảnh chiếm diện tích là 7,2% diện tích mẫu. Như vậy, 

sai số giữa tỷ lệ diện tích pha cốt (pha số 1) trong thực tế và nhận được sau khi xử lý bằng 

hàm con là không đáng kể với 1,8%. Sau đó, mẫu thu được của Hình 3c trở thành mẫu được 

mô phỏng theo phương pháp phase field được trình bày cụ thể trong mục 3 với 40000 phần tử 

vuông. 

Nội dung của phương pháp phase field có xét tới hư hỏng mặt phân giới để mô phỏng 

mẫu chứa nhiều pha được xử lý hình ảnh bằng hàm con bổ sung được tóm lược qua thuật toán 

như sau:  

Thuật toán 

Cho giá trị ban đầu của chuyển vị u0, biến phase field d0, hàm lịch sử biến dạng 0

e
H

 
Xử lý hình ảnh để xác định ranh giới các pha của mẫu theo hàm con trong mục 2.5 

Xác định biến phase field trên mặt phân giới ( ) x  theo công thức (2) 

FOR j=1,2…,n 

    Bài toán chuyển vị  

    Tính giá trị uj theo công thức (11) với mô hình vùng dính kết trong mục 2.4 

    Bài toán phase field 

    Tính hàm lịch sử biến dạng e

jH
 
từ uj theo công thức (8)

 
    Tính giá trị dj theo công thức (9) 

END 

3. CÁC VÍ DỤ MÔ PHỎNG 

3.1. Mô phỏng một mẫu chứa pha cốt hình tròn chịu kéo 

Trong ví dụ này, phương pháp phase field [11] được trình bày chi tiết trong các mục từ 

2.1 tới 2.4 có tính đến hư hỏng mặt phân giới giữa hai pha được sử dụng để mô phỏng sự phát 

triển vết nứt của một mẫu chịu kéo có kích thước 1x1 mm như Hình 3b của định dạng ảnh 

như Hình 3a với 40000 phần tử vuông như Hình 3c. Điều kiện biên của mẫu được chỉ ra  

trong Hình 4a với góc bên trái của biên dưới bị khống chế chuyển vị theo hai phương, trong 

khi các điểm khác của biên dưới bị khống chế chuyển vị theo phương y và tự do theo phương 

x. Các điểm của biên trên được gia tải với bước chuyển vị không đổi theo phương y với giá trị 

5x10-4 mm tới khi mẫu bị nứt hoàn toàn.  

Trong quá trình mô phỏng, có hai cách xác định ranh giới giữa các pha trong mẫu để so 

sánh sai số về tỷ lệ diện tích đạt được của pha cốt: cách 1 dùng hàm con bổ sung như được mô 

tả chi tiết trong mục 2.5 và cách 2 dùng các công cụ sẵn có trong phần mềm Matlab 2014b 

[14] bởi pha cốt có hình tròn đơn giản mà tự phần mềm [14] có thể xác định được hình dạng 

của ranh giới này. Hai cách xác định ranh giới các pha ở trên kết hợp với phương pháp phase 
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field trong [11], do đó ta có thể sử dụng kết quả của cách 2 làm kết quả tham chiếu khi so 

sánh trong ví dụ này. Cách 1 được mô tả như mục 2.5 với 2890 phần tử pha cốt tương ứng 

7,2% diện tích, trong khi cách 2 xác định được 2828 phần tử pha cốt tương ứng 7,07% diện 

tích giống như cách tính toán học. Sai số về tỷ lệ diện tích pha cốt đạt được giữa hai cách này 

là 1,8% như nêu ở trên. Mẫu mô phỏng được chia thành 40000 lưới vuông đều với kích thước 

lưới h=0,005mm. 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

(a) (b) (c) 

Hình 4. Mẫu chịu kéo chứa hai pha: (a) Điều kiện biên, (b) Ranh giới các pha, (c) Hình dạng mặt phân 

giới giữa các pha. 

 

   

(a) (b) (c) 

Hình 5. Quá trình hình thành và lan truyền vết nứt của mẫu được xử lý bằng hàm con bổ sung kết hợp 

phương pháp [11] với giá trị chuyển vị tương ứng: (a) 0,0085mm, (b) 0,0135mm, (c) 0,0235mm. 

Các tham số của vật liệu của pha cốt và pha nền tương ứng là 52 GPaiE = , 0,3i = và 

10,4 GPamE = , 0,3m = , năng lượng kháng nứt 
I

c cg g= =0,0001kN/mm và 0,01GPaut =  

được lấy theo [11], tham số chiều dài l=2h=0,01mm. Hình 4b, 4c thể hiện ranh giới các pha, 

với màu đỏ là hình dạng của mặt phân giới.  
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Hình 5 và Hình 6 thể hiện quá trình phát triển vết nứt của mẫu với hình dạng các pha 

được xử lý bằng hai cách trên cơ sở mô hình phase field trong [11]. Ta thấy rằng, vết nứt 

được hình thành tại khu vực mặt phân giới, sau đó lan vào pha nền tới khi mẫu bị phá hủy 

hoàn toàn. Hình 7 so sánh đường cong ứng xử tải trọng và chuyển vị giữa hai cách xử lý hình 

ảnh kết hợp với phương pháp phase field trong [11]. Từ các Hình 5, 6, 7, ta thấy kết quả là 

tương tự khi sử dụng hai cách xử lý là hàm con bổ sung và [14]. Điều này chứng tỏ hàm con 

bổ sung được nêu ra ở trên để xác định hình dạng mặt phân giới giữa các pha cho kết quả 

đáng tin cậy, là tiền đề để mô phỏng kết cấu với hình dạng pha cốt phức tạp ở ví dụ tiếp theo. 

 

   

(a) (b) (c) 

Hình 6. Quá trình hình thành và lan truyền vết nứt với kết cấu được xử lý bằng công cụ có sẵn trong 

Matlab 2014b [14] kết hợp phương pháp [11] với giá trị chuyển vị tương ứng: (a) 0,0085mm, (b) 

0,0135mm, (c) 0,0235mm. 

 

 

 

Hình 7. So sánh đường cong ứng xử tải trọng và chuyển vị giữa hai cách xử lý. 

3.2. Mô phỏng một mẫu chứa các pha cốt có hình dạng phức tạp chịu kéo 

Một mẫu chịu kéo có kích thước 1x1mm chứa 8 hạt cốt liệu với các hình dạng phức tạp 

và ngẫu nhiên khác nhau với tỷ lệ diện tích của pha cốt so với mẫu trên thực tế là 6% được xử 
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lý từ định dạng ảnh có tên “Hình_8hat.jpg” như thể hiện ở Hình 8a. Mẫu có điều kiện biên 

tương tự như ví dụ 3.1 được gia tải với bước chuyển vị đều là 5x10-4mm như Hình 8b. Sau 

khi xử lý bằng hàm con bổ sung ta có mỗi chiều mẫu có 250 khoảng tương ứng với 62500 

điểm ảnh, trong đó có 3838 điểm ảnh thuộc pha cốt tương ứng 6,1% tỷ lệ diện tích như Hình 

9a. Do đó, sai số về tỷ lệ diện tích của pha cốt khi dùng hàm con so với thực tế là 1,6%. Với 

sai số nhỏ đó, mẫu sau xử lý được dùng để mô phỏng sự lan truyền vết nứt trên cơ sở phương 

pháp phase field trong [11] với 62500 phần tử vuông và kích thước lưới h=0,004mm. Trong 

đó, Hình 9b thể ranh giới giữa các pha với màu đỏ là hình dạng của mặt phân giới. 

Các tham số vật liệu được dùng để mô phỏng được lấy tương tự như ví dụ 3.1: 

GPa30i = , 20 GPai = và 6 GPam = , 4 GPam = , năng lượng kháng nứt 

I

c cg g= =0,0001kN/mm và 0,01GPaut =  với tham số chiều dài l=2h=0,008mm.

 
 

 

 

 
  

(a) (b) 
 Hình 8. Mẫu chịu kéo với hai pha chứa 8 hạt cốt liệu: (a) Ảnh thực tế có tên “Hinh_8hat.jpg”,  

(b) Điều kiện biên và hình dạng hạt cốt liệu. 

 

 
 

(a) (b) 
Hình 9. Mẫu chịu kéo với hai pha chứa 8 hạt cốt liệu: (a) Số điểm ảnh sau khi xử lý bằng 

hàm con, (b) Ranh giới các pha.  

Hình 10 thể hiện quá trình phát triển vết nứt trong mẫu trong sự cạnh tranh giữa hư hỏng 

tại mặt phân giới của các pha và trong nội tại pha nền, ta thấy rằng vết nứt được hình thành ở 
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các mặt phân giới nơi mà dường như sức kháng nứt là yếu hơn các vị trí khác. Sau đó, các vết 

nứt này lan truyền độc lập trong pha nền tới chiều dài đủ lớn và liên kết với nhau thành một 

hệ vết nứt phức tạp tới khi mẫu bị phá hủy hoàn toàn.  

 

   

(a) (b) (c) 

Hình 10. Quá trình hình thành và lan truyền vết nứt của mẫu được xử lý bằng hàm con bổ sung 

kết hợp phương pháp [11] với giá trị chuyển vị tương ứng: (a) 0,01mm, (b) 0,0155mm, (c) 0,0275mm. 

 

 
Hình 11. Đường cong ứng xử tải trọng và chuyển vị.  

Hình 11 thể hiện đường cong ứng xử tải trọng và chuyển vị của mẫu. Từ Hình 11, đường 

cong ứng xử dường như được chia thành hai giai đoạn của tải trọng tới hạn gây nứt: giai đoạn 

1, tải trọng gây nứt với vết nứt đầu tiên được hình thành tại mặt phân giới khi chuyển vị là 

0,01mm (đánh dấu bằng nút tròn), sau đó vết nứt này tiếp tục lan truyền theo ranh giới mặt 

phân giới tới khi lan ra pha nền, tương ứng với giai đoạn 2 của tải trọng gây nứt pha nền khi 

chuyển vị là 0,013mm (đánh dấu bằng nút vuông). 

4. KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ 

Bài báo đã trình bày nội dung hàm con bổ sung để xử lý hình ảnh và xác định chính xác 

hình dạng của mặt phân giới giữa các pha vật liệu trong mẫu. Hàm con này được kiểm chứng 

độ chính xác khi sử dụng mẫu với số lượng và hình dạng pha cốt từ đơn giản tới phức tạp 

nhưng sai số về tỷ lệ diện tích của pha cốt khi dùng hàm con so với thực tế là rất nhỏ trong 

các ví dụ. Mẫu sau khi xử lý được dùng để mô phỏng với số điểm ảnh chính là số phần tử lưới 

vuông được chia.  
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Bài báo cũng trình bày phương pháp phase field có xét tới hư hỏng mặt phân giới của các 

pha vật liệu bằng việc sử dụng thêm một biến phase field đại diện cho hư hỏng mặt phân giới 

và mô hình vùng dính kết CZM để mô tả sự cạnh tranh giữa hư hỏng mặt phân giới của các 

pha và hư hỏng nội tại của các pha này trong mẫu chứa nhiều pha vật liệu, với các mẫu được 

sử dụng trong mô phỏng là các mẫu được xử lý bằng hàm con bổ sung. 

Từ các kết quả trong các ví dụ, ta thấy các vết nứt được hình thành tại mặt phân giới của 

các pha nơi mà dường như sức kháng nứt yếu hơn so các khu vực khác trong nội tại các pha, 

sau đó vết nứt lan truyền trong pha nền với đặc tính vật liệu nhỏ hơn pha cốt tới khi mẫu mô 

phỏng bị phá hủy hoàn toàn. Sự phá hoại theo tuần tự này là rất tự nhiên và hợp lý so với thực 

tế. Điều này chứng tỏ phương pháp phase field được đề xuất là công cụ rất tốt để mô tả một 

hệ thống các vết nứt phức tạp, là cơ sở để phân tích, mô phỏng hư hỏng các mẫu ở nhiều cấp 

độ và kết cấu thực tế như bê tông trong sự tương tác giữa vết nứt mặt phân giới của các hạt 

cốt liệu đá và vữa xi măng.  
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